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❆❜str❛❝t

❲❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② s❤♦✇ t❤❛t ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧s ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❛r❡ ✐♥✲
❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛② ✉s✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t✉♠
❣❛♠❡ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s s❡❝♦♥❞✲♠♦✈❡rs ✇✐t❤ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧✲❝♦st✲❢r❡❡ ♣✉♥✐s❤✲
♠❡♥t ♦♣t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡✲
❣r❡❡ ♦❢ ✜rst✲♠♦✈❡r ✉♥❦✐♥❞♥❡ss ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s❡✈❡r✐t② ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t
❛❝t✐♦♥s ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts ❛r❡ ❛❜s❡♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡
♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ tr❡❛t♠❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥✿ ❤✐❣❤❡r ✜①❡❞
❝♦sts ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❧❡❛❞ t♦ ❡①tr❡♠❡ r❡s♣♦♥s❡s✳ ❚❤❡
❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♣✉r❡❧② s❡❧✜s❤ ❛♥❞ ✐♥❡q✉✐t②✲❛✈❡rs❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛r❡ s♠❛❧❧
❛♥❞ st❛❜❧❡✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛❝❝♦♠✲
♠♦❞❛t❡s ✭r❛t❤❡r t❤❛♥ ♣r❡❞✐❝ts✮ ♣❛rts ♦❢ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss ✇❛②s
♦❢ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s ✐♥t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳
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❇❡r♥❞ ■r❧❡♥❜✉s❝❤✱ ❍❛♥s✲❚❤❡♦ ◆♦r♠❛♥♥✱ t❤❡ ❚❲■ r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣✱ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❡❞✐t♦r✱ t✇♦
❛♥♦♥②♠♦✉s r❡❢❡r❡❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙❝✐❡♥❝❡ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♠❡❡t✐♥❣
✷✵✶✶ ✐♥ ▲✉①❡♠❜✉r❣✱ t❤❡ ✹t❤ ▼❛❛str✐❝❤t ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❛♥❞ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❙②♠✲
♣♦s✐✉♠ ✷✵✶✶✱ ❛♥❞ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✷✵✶✶ ✐♥ ❖s❧♦✳ ❲❡ ❛r❡
❞❡❡♣❧② ✐♥❞❡❜t❡❞ t♦ ❏ör❣ ❖❡❝❤ss❧❡r ❢♦r ♣✉s❤✐♥❣ ✉s ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛① P❧❛♥❝❦
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❉❡s♣✐t❡ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r t❤❛t s♣❛♥s ❛❧♠♦st
t❤r❡❡ ❞❡❝❛❞❡s✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r st✐❧❧ ✐s ❢❛r
❢r♦♠ ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❖♥❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ♣r♦❧✐❢❡r❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❝✐✲
♣r♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✭❡✳❣✳✱ ❘❛❜✐♥✱ ✶✾✾✸✱ ❉✉❢✇❡♥❜❡r❣ ✫ ❑✐r❝❤st❡✐❣❡r✱ ✷✵✵✹✱ ❙♦❜❡❧✱
✷✵✵✺✱ ❋❛❧❦ ✫ ❋✐s❝❤❜❛❝❤❡r✱ ✷✵✵✻✱ ❈♦① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮ t❤❛t ❛❧❧ s❡❡♠ t♦ ✜t s♣❡❝✐✜❝
s✐t✉❛t✐♦♥s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ♦t❤❡rs✱ ❛♥❞ ②❡t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❧❡❛r ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤
♠♦❞❡❧ t♦ ❝❤♦♦s❡ ✐♥ ✇❤❛t s✐t✉❛t✐♦♥✳ ■♥ ❤✐s ✷✵✵✺ r❡✈✐❡✇ ❛rt✐❝❧❡✱ ❙♦❜❡❧ ❝r✐t✐❝✐③❡s
t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❢♦r ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ♦t❤❡rs✬ ❛♥❞ ♦✇♥ ✐♥❝♦♠❡ ✇✐t❤♦✉t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❤♦✇ ♠✉❝❤
✇❡✐❣❤t ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♣✉t ♦♥ ♦t❤❡rs✬ ✐♥❝♦♠❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡✐r ♦✇♥✳ ▼♦r❡
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♣♦s✐t t❤❛t t❤❡ ❤❛rs❤♥❡ss ♦❢ ❛ r❡❛❝t✐♦♥ t♦ ❛♥ ✉♥✲
❦✐♥❞ ❛❝t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r
♣❧❛②❡r✬s ♣❛②♦✛ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✳ ❋♦r ❝♦sts ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t t❤❛t ❛r❡
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇✱ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❤❛rs❤❡st✲♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛❝t✐♦♥
t♦ ❡✈❡♥ t❤❡ s❧✐❣❤t❡st ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✉♥❦✐♥❞♥❡ss✳ ❲❡ ❛r❣✉❡ ✕ ❛♥❞ s❤♦✇ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②
✕ t❤❛t t❤✐s ✐s ✇r♦♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t
❛r❡ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢❛❧s✐❢② t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠♦❞❡❧s
❛❧♦♥❣ t❤❡s❡ ❧✐♥❡s✿ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛t✐♦♥✲♣❛r❛♠❡t❡r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❧❡❢t ✉♥s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡①♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s s✉❜st❛♥t✐❛t❡s
❛ s❡❝♦♥❞ ❝r✐t✐❝✐s♠ ❙♦❜❡❧ ✭✷✵✵✺✱ ♣✳ ✹✵✼✮ ❡①♣r❡ss❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❛t t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢
✐♥t❡♥t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝✐t② t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✐s ✏❛
tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡✐r ✢❡①✐❜✐❧✐t② r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛❝t✉❛❧ s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳✑ ❚♦
❝♦rr♦❜♦r❛t❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t✉♠ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡
✇❤✐❝❤ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛❧t♦❣❡t❤❡r✳ ❖✉r ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ s❤♦✇ t❤❛t ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❛t❡s
❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✬ ❡①tr❡♠❡ ♣r❡❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛②✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✈❛❧✉❛❜❧❡
✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ ❤♦✇ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛♠❡♥❞❡❞✳

■♥ ❛ r❡❝❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❈♦① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❛❜❛♥❞♦♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❛ ✜rst st❡♣ t♦ ❛❞❞r❡ss ❙♦❜❡❧✬s ✭✷✵✵✺✮ ✜rst ❝r✐t✐❝✐s♠✳
❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡✐r ♠♦❞❡❧ ♠❛② ❜❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ ❢♦r✇❛r❞✱
❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ✷✼✲✹✼✪ ♦❢ ♦✉r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✇❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡
♠♦❞❡❧ st✐❧❧ ✐s ♣r♦♥❡ t♦ ❙♦❜❡❧✬s s❡❝♦♥❞ ❝r✐t✐❝✐s♠ ♦❢ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝✐t②✿ ❛s
✇❡ ❞✐s❝✉ss ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ♣r❡❞✐❝ts ♦✉r
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✇❛②s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ❢❛✐❧s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ❞♦♠❛✐♥ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡
❣✉✐❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t♦ r❡✜♥❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❆♥♦t❤❡r q✉❡st✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ❛ttr❛❝t❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t
s❝❤♦❧❛r❧② ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s t❤❛t ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦✉r
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❣❛♠❡✱ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡♥t✐♦♥✲❜❛s❡❞
r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♠♦t✐✈❡s ❛♥❞ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ ✭♥♦t❛❜❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇♦❧t♦♥ ❛♥❞
❖❝❦❡♥❢❡❧s✱ ✷✵✵✵✱ ❛♥❞ ❋❡❤r ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞t✱ ✶✾✾✾✮✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱
♦♥❡ ♦r t❤❡ ♦t❤❡r s❡❡♠s t♦ ❞♦♠✐♥❛t❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t
❜♦t❤ ♣❧❛② ❛ r♦❧❡✿ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐✲✉❧t✐♠❛t✉♠ ❣❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜② ❋❛❧❦
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❛♥❞ ❈♦① ❛♥❞ ❉❡❝❦ ✭✷✵✵✺✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r ❤❛s t❤❡ ♦♣t✐♦♥ t♦ ♦✛❡r ❛♥ ❡q✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ❡❛r♥✐♥❣s ❛♥❞ ❛♥ ✉♥❡q✉❛❧ ♦♥❡ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❤❡rs❡❧❢✱ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r r❡❥❡❝ts t❤❡
❧❛tt❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ t❤❛♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r ❤❛s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✉♥❡q✉❛❧ ❛♥❞ ❛♥ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ✉♥❡q✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛r♥✐♥❣s ✭✐♥ ❋❛❧❦ ❡t
❛❧✳✱ ✹✹✳✹✪ ✈❡rs✉s ✽✳✾✪✮✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤✐s r❡s✉❧t ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢
r❡❝✐♣r♦❝✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r ❤❛s ♥♦ ♦♣t✐♦♥ ❜✉t t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡
✉♥❡q✉❛❧ ♦✛❡r✱ st✐❧❧ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡rs ✭✶✽✪✮ r❡❥❡❝t✳ ❆s t❤❡r❡
✐s ♥♦ ✐♥t❡♥t✐♦♥ t♦ ❢❛✈♦✉r ❤❡rs❡❧❢ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✱ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ ✐s ❛ s❡❝♦♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t tr✐❣❣❡r ❢♦r r❡✲
❥❡❝t✐♦♥s✳ ❖t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ s✐♠✐❧❛r ♣❛tt❡r♥s ✭❡✳❣✳✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡①
✉❧t✐♠❛t✉♠ ❣❛♠❡✱ ❆♥❞r❡♦♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✱ ♦♥ t❤r❡❡✲♣❡rs♦♥ ✉❧t✐♠❛t✉♠ ❣❛♠❡s✱
❇❡r❡❜②✲▼❡②❡r ✫ ◆✐❡❞❡r❧❡✱ ✷✵✵✺✱ ❛♥❞ ♦♥ ❛ t❤r❡❡✲♣❡rs♦♥ ❣✐❢t ❡①❝❤❛♥❣❡ ❣❛♠❡✱
❚❤ö♥✐ ✫ ●ä❝❤t❡r✱ ✷✵✵✼✮✳

❚❤❡ ✉❧t✐♠❛t✉♠ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✭✉r♠ ❣❛♠❡✮ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str✉❝✲
t✉r❡✿ ❛ ♣r♦♣♦s❡r ♠❛❦❡s ❛ ♣r♦♣♦s❛❧ ♦❢ ❤♦✇ t♦ ❞✐✈✐❞❡ ❛♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t E✳✶ ❚❤❡
r❡s♣♦♥❞❡r ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❛❝❝❡♣t ♦r r❡❥❡❝t✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ✐s ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r ♦❜t❛✐♥s ❛ ✜①❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥ κ, κ < 1, ♦❢ t❤❡
♦✛❡r x ❛♥❞ ❢r❡❡❧② ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r ♣❛②♦✛ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, E − κx]✳
❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉r♠ ❣❛♠❡ ✐s t❤❛t ✭✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♠♦st ♦t❤❡r
❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✮ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✐s ❢r❡❡ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧✲❝♦st✱
♦♥❧② ❝♦♠✐♥❣ ❛t ❛ ❝♦st t❤❛t ✐s ✜①❡❞ ♦♥❝❡ t❤❡ ♦✛❡r ✐s ♠❛❞❡✳✷ ❚❤✐s ✜①❡❞ ❝♦st ✐s
❡✐t❤❡r ❡q✉❛❧ t♦ ❤❛❧❢ t❤❡ ♦✛❡r ♦r t♦ t❤r❡❡ q✉❛rt❡rs ♦❢ t❤❡ ♦✛❡r✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❜❡❧♦✇✱ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥❡q✉✐t②✲❛✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝✐✲
♣r♦❝✐t② ❧❡❛❞ t♦ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t❤❡ ✉r♠ ❣❛♠❡✿ t❤❡
✜rst ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t r❡s♣♦♥❞❡rs ✕✐❢ t❤❡② r❡❥❡❝t ❛♥ ♦✛❡r✕ ❧❡❛✈❡
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡rs ✇✐t❤ ❛ ♣❛②♦✛ ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛❧s t❤❡✐r ❡❛r♥✐♥❣s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡
♠❛❥♦r✐t② ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t r❡s♣♦♥❞❡rs ❧❡❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡rs
✇✐t❤ ③❡r♦ ❡❛r♥✐♥❣s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛r❡ str✐❦✐♥❣✳ ▲❡ss t❤❛♥ ✶✵✪ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❛♥
❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s st❡♠♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♣❛②♦✛✲♠❛①✐♠✐③❡rs✱ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥❡q✉✐t②

✶❆ s②♠❜♦❧s t❛❜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳
✷❋♦r ❣❛♠❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡r✬s ♣❛②♦✛ ❢r❡❡ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts✱

❝❢✳✱ ❡✳❣✳✱ ❊♥❣❡❧♠❛♥♥ ❛♥❞ ❙tr♦❜❡❧✱ ✷✵✵✹✱ ♦r ❋✐s♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱ ✇❤♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤✐s q✉❡st✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❞✐❝t❛t♦r ❣❛♠❡✳
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❛✈❡rs✐♦♥ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✶✻✲✶✽✪✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❢♦r ✶✼✲✸✽✪✳✸

❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦✉rt❤ t②♣❡ t❤❛t ❞❡✈✐❛t❡s
❢r♦♠ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛②✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ❣r❛❞✉❛❧ r❡❝✐♣r♦❝❛✲
t♦rs✳ ❚❤❡s❡ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ❧❡❛✈❡ t❤❡✐r
♣r♦♣♦s❡rs ✇✐t❤ ♣❛②♦✛s t❤❛t ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦✛❡r ♠❛❞❡ ❜✉t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧❡❛❞
t♦ ✉♥❡q✉❛❧ ♣❛②♦✛s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❧❛②❡rs ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ✜①❡❞ ❝♦st ♦❢ ♣✉♥✐s❤✲
♠❡♥t✱ ✷✵✪ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s❡❡♠ t♦ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❣r❛❞✉❛❧❧②✲r❡❝✐♣r♦❝❛❧
t♦ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❛❧❧
❢♦r ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❙♦❜❡❧✬s ✜rst
❝r✐t✐❝✐s♠✿ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t②♣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦❢ ❤♦✇ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡
❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❧✐❣❤t ♦❢ ♦✉r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡
t❤❡ ❣r❛❞✉❛❧✲r❡❝✐♣r♦❝❛t♦r t②♣❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❈♦① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱
❤❛✈✐♥❣ ❞✐s♠✐ss❡❞ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r✬s ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❦✐♥❞♥❡ss ❞✉❡ t♦ ❛
❧❛❝❦ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡✲♣❛tt❡r♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❲✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ♦✉r tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤❛t ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r②
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐s ✏s♦♠❡t✐♠❡s ✭✳✳✳✮ ✉s❡❢✉❧✑ ✭❈♦① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✱ ♣✳✸✹✮ s❡❡♠s t♦ ❜❡
❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ♦❢ ❛ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❆s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥✬s ❝♦❡r❝✐✈❡♥❡ss ❛s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞
✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣❛②♦✛ t❤❡ ♣❧❛②❡r ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ✐♥ t❤❡
❣✐✈❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡①t✲❧♦✇❡r ♦❜t❛✐♥❛❜❧❡ ♣❛②♦✛✳ ❆♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐❞❡❛✬s ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ✐s
❧❡❢t ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ s❡❝t✐♦♥ ✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s
t❤❡ ✉r♠ ❣❛♠❡ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❙❡❝t✐♦♥
✸ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ❣❛♠❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛②♦✛✲♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥❡q✉✐t②
❛✈❡rs✐♦♥✱ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s✱ ❛❧✇❛②s ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ r❡s♣♦♥✲
❞❡r ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❧❛②❡r t②♣❡ t❤❛t ❤❛s r❡✲
❝❡✐✈❡❞ ❧✐tt❧❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s♦ ❢❛r ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❡
❡①♣❧♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t♦ ❡①t❡♥❞ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝❛❧
❜❡❤❛✈✐♦✉r t♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡♠ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳

✸◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡rs ✐♥ ♦✉r ❣❛♠❡❀ ❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳

✹



✷ ❚❤❡ ❣❛♠❡✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥✱ ❛♥❞ ♣r♦❝❡✲

❞✉r❡

✷✳✶ ❚❤❡ ✉❧t✐♠❛t✉♠ r❡s♣♦♥s❡ ♠❡❛s✉r❡ ✭✉r♠ ❣❛♠❡✮

▲✐❦❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ✉❧t✐♠❛t✉♠ ❣❛♠❡✱ t❤❡ ✉r♠ ❣❛♠❡ ❤❛s t✇♦ ♣❧❛②❡rs✱ ❛ ♣r♦♣♦s❡r
❛♥❞ ❛ r❡s♣♦♥❞❡r✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ♦❢ E ❛♥❞ ♦✛❡rs x, 0 ≤
x ≤ E✱ t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✳ ■❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ♦✛❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r
❦❡❡♣s E − x✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r ❡❛r♥s x✳ ■❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r r❡❥❡❝ts t❤❡ ♦✛❡r✱
t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r ❡❛r♥s κx ✭t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ♣❛②♦✛ πc

r✮ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♠♦♥❧② ❦♥♦✇♥
♣❛r❛♠❡t❡r κ ∈ [0, 1)✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s ❝♦♥✢✐❝t ♣❛②♦✛ πc

p ✐s ❛♥② ❛♠♦✉♥t
y, y ∈ [0, E − κx]✱ ✇❤❡r❡ y ✐s ❢r❡❡❧② ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
♣❛②♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✱ πp✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✱ πr✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡

πp =

{

E − x, ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡
y, ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❛♥❞

πr =

{

x, ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡
κx, ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❣❛♠❡ tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ✉r♠ ❣❛♠❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t r❡str✐❝t✐♥❣
t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ s❡t t♦ y = 0 ❛♥❞ s❡tt✐♥❣ κ = 0 ②✐❡❧❞s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t✇♦✲♣❡rs♦♥
✉❧t✐♠❛t✉♠ ❣❛♠❡ ✭●üt❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✷✮✳

❉✉❡ t♦ t❤❡s❡ r❡str✐❝t✐♦♥s✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✉❧t✐♠❛t✉♠ ❣❛♠❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❧✐tt❧❡ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❛s ❛ ❞r✐✈❡r ❢♦r r❡❥❡❝t✐♦♥ ✭s✐♥❝❡ ✐t r❡❞✉❝❡s
t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✬s ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❧② t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✮✳ ■♥ ❝♦♥✲
tr❛st✱ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ♥♦ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts ♦♥ r❡s♣♦♥❞❡rs t♦ ❛❧t❡r ♣r♦♣♦s❡rs✬ ♣❛②♦✛s
❛❢t❡r ❛ r❡❥❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❵✉♥r❡str✐❝t❡❞✬ ✉r♠ ❣❛♠❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✈❡r② ❞❡✲
t❛✐❧❡❞ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✬ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r r❡❥❡❝t✐♦♥s ✭❛s ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❝❧❡❛r
❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮✳ ■♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✇♥ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡r
♣❛②♦✛ ♣r♦✈✐❞❡s ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♦t❤❡r✲r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

✷✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❊❛❝❤ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ♣❧❛②❡❞ ♦♥❡ ❛♥♦♥②♠♦✉s ✉r♠ ❣❛♠❡ ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡r ♦r ✐♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✳ ■♥ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ ✇❡ r❡❢❡rr❡❞
t♦ ♣r♦♣♦s❡rs ❛s ♣❡rs♦♥ ❆ ❛♥❞ t♦ r❡s♣♦♥❞❡rs ❛s ♣❡rs♦♥ ❇✳ ❚❤❡ ♣✐❡ s✐③❡ ✇❛s
s❡t t♦ E = 12 ❡✉r♦s✳ ❖✛❡rs ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡❣❡rs✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
❛♥❛❧②③❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ r❡s♣♦♥s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦✛❡rs
✐♥ ❣r❡❛t❡r ❞❡t❛✐❧✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ str❛t❡❣②✲✈❡❝t♦r ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡❧✐❝✐t r❡s♣♦♥❞❡rs✬
❝❤♦✐❝❡s ✭❙❡❧t❡♥✱ ✶✾✻✼✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t r❡s♣♦♥❞❡rs ❤❛❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥

✺



Proposer

0 E

x

Responder

accept reject

0 E −   x
y

{ E − x, x }

κ

{ y,   x }κ{     ,     }:ππ rp

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ●❛♠❡ tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t✉♠ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡✳

❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭✐♥t❡❣❡r✮ ♦✛❡r ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ✇❡r❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❝t✉❛❧
♦✛❡r✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♦✛❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s♣♦♥❞❡r ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
t❤❡ ♣❛②♦✛s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♠♣❧✐❡❞ t❤❛t r❡s♣♦♥❞❡rs ❤❛❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ t♦t❛❧ ♦❢
✶✸ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✴r❡❥❡❝t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡② ❤❛❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
♣❛②♦✛ ♦❢ ♣r♦♣♦s❡rs ❢♦r ❛♥② ♦✛❡rs r❡❥❡❝t❡❞✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣②✲✈❡❝t♦r ♠❡t❤♦❞✱ r❡✲
s♣♦♥❞❡rs ✇❡r❡ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♠❡♥✉✱ t❤❛t ✐s✱ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ s❤❡❡t t❤❛t
♣r❡s❡♥ts ❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✛❡rs ✐♥ ❛♥ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r✳ ❘❛t❤❡r✱
♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✛❡rs ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤♦✉t ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ r❡✈✐❡✇✲
✐♥❣ ❡❛r❧✐❡r ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✛❡rs ❞✐✛❡r❡❞ r❛♥❞♦♠❧② ❢♦r
❛❧❧ r❡s♣♦♥❞❡rs✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ❚❤❡ ♦♥❡✲
❜②✲♦♥❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ♠❛❦❡ ❡❛❝❤ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛s s❛❧✐❡♥t ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❋✉rt❤❡r✱ ❡❧✐❝✐t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ♦r✲
❞❡r ✇❛s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❦❡❡♣ ❛♥② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r✲❞❡♠❛♥❞ ❡✛❡❝t s♠❛❧❧
❜② ✐s♦❧❛t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✿ t♦ ❵s♠♦♦t❤❡♥✬ ❛ r❡s♣♦♥s❡✲♣❛tt❡r♥
♦✈❡r ❛❧❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦✉t ♦❢ ❛ t❛st❡ ❢♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇♦✉❧❞ ✐♥✢✐❝t ❤✐❣❤ ❝♦❣♥✐t✐✈❡
❝♦sts ♦♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ s♠♦♦t❤ r❡s♣♦♥s❡✲♣❛tt❡r♥ s❤♦✉❧❞ ♦♥❧②
❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❡①❤✐❜✐t❡❞ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ✐t✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♦r❞❡r ✇❛s r❛♥❞♦♠❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ♦r❞❡r ❡✛❡❝ts✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t st❛rt❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ❤❛♥❞❡❞

✻



♦✉t t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛♥❞ r❡❛❞ ❛❧♦✉❞✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✬ q✉❡st✐♦♥s
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❛♥s✇❡r❡❞ ♣r✐✈❛t❡❧② ❜② t❤❡ ✐♥str✉❝t♦rs✳ ❋✐✲
♥❛❧❧②✱ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❤❛❞ t♦ ❛♥s✇❡r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ q✉❡st✐♦♥♥❛✐r❡ t❡st✐♥❣ t❤❡✐r
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛②♦✛ str✉❝t✉r❡✳✹ ❇❡❢♦r❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts
❛♥s✇❡r❡❞ t❤❡ q✉❡st✐♦♥♥❛✐r❡✱ ✐t ✇❛s ♠❛❞❡ ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡
q✉❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ✇❛s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✳
❲r♦♥❣ ❛♥s✇❡rs ✇❡r❡ ♣r✐✈❛t❡❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
st❛rt❡❞✳

❆❢t❡r t❤❡② ❤❛❞ ♠❛❞❡ ❛❧❧ ♣❛②♦✛✲r❡❧❡✈❛♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ r❡s♣♦♥❞❡rs ✇❡r❡ ❛s❦❡❞
t♦ st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ♦✛❡r t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❢❛✐r✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♦✛❡r t❤❡② ❡①♣❡❝t❡❞ t♦
r❡❝❡✐✈❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ r❛♥❞♦♠❧② ♠❛t❝❤❡❞ ❡❛❝❤ r❡s♣♦♥❞❡r t♦ ❛ ♣r♦♣♦s❡r
❛♥❞ ♣❛②♦✛s ✇❡r❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♠❛❞❡✳ P❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✇❡r❡
✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ♣❛②♦✛s ❛♥❞ ❛s❦❡❞ t♦ ❛♥s✇❡r ❛ s❤♦rt s♦❝✐♦✲❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝
q✉❡st✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❜❡❢♦r❡ ♣r✐✈❛t❡❧② ❜❡✐♥❣ ♣❛✐❞✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❧❡❛r♥ ♠♦r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✇❡
♣❧❛②❡❞ t❤❡ ❣❛♠❡ ✉♥❞❡r t✇♦ tr❡❛t♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲κ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱
t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r κ ✇❛s s❡t t♦ κ = 0.5✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲κ
❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ s❡t κ = 0.25✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❜❡❧♦✇✱ t❤✐s ✭r❛t❤❡r ✐♥♥♦❝❡♥t✮
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❤❛s ❧✐tt❧❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♦❝✐❛❧✲
♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❛❝t✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳
■♥ t♦t❛❧✱ ✼✻ ♣❛✐rs ♦❢ ♣r♦♣♦s❡rs ❛♥❞ r❡s♣♦♥❞❡rs ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲κ
tr❡❛t♠❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❤❛❞ ✼✼ ♣❛✐rs ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲κ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❚❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❊❝♦♥▲❛❜ ❛t t❤❡ ❯♥✐✲
✈❡rs✐t② ♦❢ ❇♦♥♥✱ ●❡r♠❛♥②✱ ✐♥ ❖❝t♦❜❡r ❛♥❞ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✻✳✺ ■♥ t♦t❛❧✱ ✸✵✻ ♣❛r✲
t✐❝✐♣❛♥ts ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡❞❀ ✺✵✪ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✇❡r❡ ❢❡♠❛❧❡✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ❛❣❡
✇❛s ✷✸ ②❡❛rs✳ P❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✇❡r❡ ♠♦st❧② ✉♥❞❡r❣r❛❞✉❛t❡ st✉❞❡♥ts ❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s
✜❡❧❞s ♦❢ st✉❞✐❡s✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♦♥❡ t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡ st✉❞❡♥ts ✇❡r❡ ❡❝♦♥♦♠✐sts
♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s✳ ❋✉rt❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s♦❝✐♦✲❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳ ❆✈❡r❛❣❡ ♣❛②✲
♠❡♥t ✇❛s ✺✳✶✺ ❊✉r♦s ✭♥♦ s❤♦✇✲✉♣ ❢❡❡✮ ❢♦r ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✸✵ ♠✐♥✉t❡s✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r ♣❛②✐♥❣ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳

✸ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

❖✉r ❝❡♥tr❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥t❡r❡st ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡✲
❤❛✈✐♦✉r✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡rs

✹❚r❛♥s❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●❡r♠❛♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ q✉❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❆♣✲
♣❡♥❞✐① ❇✳

✺❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡r✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ③❚r❡❡ ✭❋✐s❝❤❜❛❝❤❡r✱ ✷✵✵✼✮✳ ❋♦r t❤❡ r❡❝r✉✐t♠❡♥t
♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❖❘❙❊❊ ✭●r❡✐♥❡r✱ ✷✵✵✹✮✳

✼



t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❛♣❡r✳ Pr♦♣♦s❡r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✿
♣r♦♣♦s❛❧s r❡✢❡❝t ❜♦t❤ ♣r♦♣♦s❡rs✬ ♦t❤❡r✲r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣r♦✲
♣♦s❡rs✬ str❛t❡❣✐❝ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r✲r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢
r❡s♣♦♥❞❡rs✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❛♥❛❧②③❡ r❡s♣♦♥❞❡rs✬ ❜❡st✲r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛❧❧ ♠❛✲
❥♦r ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝❛❧
❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❋♦r ❜r❡✈✐t② ❛♥❞ ❡❛s❡ ♦❢ ❡①♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❢r❛✐♥ ❢r♦♠ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ s❡ts ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛s t❤❡② ❞♦ ♥♦t s❤❡❞ ❢✉rt❤❡r ❧✐❣❤t ♦♥ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤
q✉❡st✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤r❡❡ ✭❣r♦✉♣s ♦❢✮ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❵st❛♥❞❛r❞✬
❣❛♠❡✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥❡q✉✐t②✲❛✈❡rs✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥t❡♥t✐♦♥✲❜❛s❡❞
♠♦❞❡❧s ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❞♦ s♦✱ ❧❡t ✉s ❝❧❛r✐❢② s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳
■❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦✛❡r✱ ✐t ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r
t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ y t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦✛❡r✳ ❚♦ r❡✢❡❝t t❤✐s✱
✇❡ ✇✐❧❧ ✇r✐t❡ y = y(x) t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✭♦✛❡r✮ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❨❡t✱ t❤❡r❡ ✐s
❛ s❡❝♦♥❞ ✇❛② t♦ t❤✐♥❦ ❛❜♦✉t r❡s♣♦♥s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ ✉s❡❢✉❧ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t✲♣❛②♦✛ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ y ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
❝♦♥✢✐❝t ♣❛②♦✛ πc

r = κx✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② y = γ(πc
r)✳

✸✳✶ P✉r❡ ♣❛②♦✛✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❚❤❡ ❜❡st r❡♣❧② ♦❢ ❛ r❡s♣♦♥❞❡r ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② ♠❛t❡r✐❛❧ s❡❧❢✲✐♥t❡r❡st ✐s
♦❜✈✐♦✉s✿ ❣✐✈❡♥ 0 < κ < 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ x > κx ❢♦r ❛♥② x > 0✱ ❛♥❞ x = κx
❢♦r x = 0✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♣❛②♦✛✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ r❡s♣♦♥❞❡rs✬ ❜❡st r❡♣❧② ✐s t♦
❛❧✇❛②s ❛❝❝❡♣t ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✛❡r x✱ ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❛❝❝❡♣t ♦r r❡❥❡❝t ❛ ♣r♦♣♦s❛❧
♦❢ x = 0✳ ●✐✈❡♥ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ y ❢♦r t❤❡s❡
♣❧❛②❡rs✳ ■❢ ❛t ❛❧❧✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r y ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ x = 0❀ ❤♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ t❤❡♦r② ❞♦❡s ♥♦t ❣✐✈❡ ❛♥② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣❛②♦✛✲
♠❛①✐♠✐③✐♥❣ r❡s♣♦♥❞❡rs✬ ❜❡st✲r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② brpm : x → (δ, y)✱
✇❤❡r❡ δ ∈ {0, 1} r❡♣r❡s❡♥ts r❡❥❡❝t✐♦♥✱ δ = 0✱ ♦r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✱ δ = 1✿

brpm(x) =

{

(1, .) ✐❢ x > 0,

(δ′, y′) ✐❢ x = 0,
✭✶✮

✇❤❡r❡ (δ′, y′) ∈ {(δ, y)|δ ∈ {0, 1}, y ∈ [0, E]}✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ♥♦ tr❡❛t♠❡♥t ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳

✸✳✷ ■♥❡q✉✐t②✲❛✈❡rs❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

■♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥❡q✉✐t②✲❛✈❡rs❡ r❡s♣♦♥❞❡rs ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❝❤♦♦s❡ t♦
❡q✉❛❧✐③❡ ♣❛②♦✛s ❛❢t❡r ❛ r❡❥❡❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❝♦st❧❡ss t♦ ❛❧t❡r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s

✽



♣❛②♦✛ ♦♥❝❡ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ r❡❥❡❝t✐♥❣ ❛r❡ s✉♥❦✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡✐r r❡s♣♦♥s❡
y ✇✐❧❧ ❜❡ y(x) = κx ❢♦r ❛❧❧ r❡❥❡❝t❡❞ ♦✛❡rs x✳ ❲❤✐❝❤ ♦✛❡rs ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞❄
❇♦t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ❋❡❤r ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞t ✭✶✾✾✾✮ ❛♥❞ ❜② ❇♦❧t♦♥ ❛♥❞ ❖❝❦❡♥❢❡❧s
✭✷✵✵✵✮ ♣r❡❞✐❝t ❛❝❝❡♣t❡❞ ♦✛❡rs x t♦ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥✈❡① s❡t [x; x]✱ ✇❤❡r❡
0 ≤ x < E/2 < x ≤ E✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡s ♦❢ x ❛♥❞ x ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ♥♦t❛❜❧② ♦♥ κ ✭s✐♥❝❡ ✐t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♠♦♥❡t❛r②
❡❛r♥✐♥❣s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥✢✐❝t✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❡s♣♦♥❞❡r
♣❧❛❝❡s ♦♥ ❡q✉✐t② ❝♦♥❝❡r♥s✳ ❚♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ x ❛♥❞ κ✱ ❛♥❞
x ❛♥❞ κ✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇r✐t❡ xκ ❛♥❞ xκ✳ ❇♦t❤ ♠♦❞❡❧s ✇♦✉❧❞ s✉❣❣❡st t❤❡r❡ t♦ ❜❡
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ✈❛❧✉❡s ❢♦r r❡❥❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥❡q✉✐t②
❛✈❡rs✐♦♥ ♠❛❦❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ y(x) = κx✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜❡st✲r❡♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥ bria : x → (δ, y)✿

bria(x) =

{

(0, κx) ✐❢ x > xκ ♦r x < xκ,

(1, .) ✐❢ xκ ≤ x ≤ xκ.
✭✷✮

❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❡✈✐❞❡♥t✿ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ κ s❤✐❢ts ❜♦t❤
❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❵✐♥✇❛r❞s✬ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡❣❛❧✐t❛r✐❛♥ ♣❛②♦✛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
(E/2, E/2)✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ r❡s♣♦♥s❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ γ(πc

r) ♦❢ ❝♦♥✢✐❝t ♣❛②♦✛s✱
♥♦ tr❡❛t♠❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳

✸✳✸ ■♥t❡♥t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❋♦r ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ s✉❜✲❞✐✈✐❞❡ t❤✐s ❝❧❛ss ✐♥t♦ ❢♦✉r s✉❜✲
❝❧❛ss❡s✿ ✭✐✮ ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
♦✇♥ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❛ r❡❝✐♣r♦❝✐t② t❡r♠ ✭✇❤✐❝❤ ✐ts❡❧❢ ✐s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ s❡✈❡r❛❧ t❡r♠s
❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ❝❢✳ ❘❛❜✐♥✱ ✶✾✾✸✱ ▲❡✈✐♥❡✱ ✶✾✾✽✱✻ ❉✉❢✇❡♥❜❡r❣ ✫ ❑✐r❝❤✲
st❡✐❣❡r✱ ✷✵✵✹✱ ❋❛❧❦ ✫ ❋✐s❝❤❜❛❝❤❡r✱ ✷✵✵✻✮✱ ✭✐✐✮ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❈♦①✱
❋r✐❡❞♠❛♥✱ ❛♥❞ ●❥❡rst❛❞ ✭✷✵✵✼✮✱ ✭✐✐✐✮ ♠♦❞❡❧s ♠✐①✐♥❣ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❝♦♥❝❡r♥s ❛♥❞
✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛✈❡rs✐♦♥✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ✭✐✈✮ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❈♦①✱ ❋r✐❡❞♠❛♥✱
❛♥❞ ❙❛❞✐r❛❥ ✭✷✵✵✽✮✳

❵▲✐♥❡❛r✬ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s s✉❜s✉♠❡❞ ✉♥❞❡r t❤✐s ❝❧❛ss✱
✉t✐❧✐t② ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✇♥ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✳ ❍❡r❡✱ r❡❝✐✲
♣r♦❝✐t② ✐s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤r❡❡ t❡r♠s✳ ❚❤❡ ✜rst ✇❡✐❣❤ts t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢
r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r t♦ t❤❡ ♣❡rs♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❦✐♥❞♥❡ss
♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡r✬s ♣❛st ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❖✛❡rs ❛r❡ r❛♥❦❡❞ ❢r♦♠ ✉♥❦✐♥❞ ✭✐✳❡✳✱

✻❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▲❡✈✐♥❡ ✭✶✾✾✽✮ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ❧✐st❡❞
✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜❡st r❡♣❧✐❡s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱ ❣✐✈❡♥ ▲❡✈✐♥❡
✭✶✾✾✽✮ ❞❡✜♥❡s ❛ ♣❧❛②❡r✬s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs✬ ♠♦♥❡t❛r②
♣❛②♦✛s✳

✾



s♠❛❧❧✮ t♦ ❦✐♥❞ ✭✐✳❡✱ ❧❛r❣❡✮ ♦♥❡s✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t❡r♠ ❢♦r ❛♥ ♦✛❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡✐✲
t❤❡r ❦✐♥❞ ♥♦r ✉♥❦✐♥❞ ✐s ③❡r♦ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❞❡❝r❡❛s❡s✮ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✇✐t❤
❡❛❝❤ r❛♥❦ ❛❜♦✈❡ ✭❜❡❧♦✇✮ t❤❛t ♦✛❡r✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✉♥❦✐♥❞ ♦✛❡rs ❤❛✈❡ ♥❡❣✲
❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❦✐♥❞ ♦✛❡rs ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ♠❡❛s✉r❡s
t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❦✐♥❞♥❡ss ✐♥ t❤❡ ♣❡rs♦♥✬s r❡❛❝t✐♦♥✳ ❆❣❛✐♥✱ r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ r❛♥❦❡❞
s✉❝❤ t❤❛t ❛ r❡s♣♦♥s❡ t❤❛t ✐s ♥❡✐t❤❡r ❦✐♥❞ ♥♦r ✉♥❦✐♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✈❛❧✉❡
♦❢ ③❡r♦✱ ❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡s ❛❜♦✈❡ ✭❜❡❧♦✇✮ t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ✈❛❧✉❡s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✭❞❡❝r❡❛s✲
✐♥❣✮ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ❡❛❝❤ r❛♥❦✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ ❦✐♥❞♥❡ss✱
❛❝❝❡♣t❡❞ ♦✛❡rs ❢♦r♠ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧✿ ✐❢ r❡❥❡❝t✐♥❣ ❛ ✭✉♥✮❦✐♥❞ ♦✛❡r ②✐❡❧❞s ❧❡ss ✉t✐❧✲
✐t② t❤❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✱ r❡❥❡❝t✐♥❣ ❛ ❧❡ss ✭✉♥✮❦✐♥❞ ♦✛❡r ②✐❡❧❞s ❛❧s♦ ❧❡ss ✉t✐❧✐t② t❤❛♥
t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✳

❆t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✬s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t✉♠ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠❡❛✲
s✉r❡✱ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ✇❡✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ ❦✐♥❞♥❡ss t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐♥❣ ♣❧❛②❡r✬s ✉t✐❧✲
✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ✜①❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✉t✐❧✐t② ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s ♣❛②♦✛ ❢r❡❡ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st
✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r r❡❥❡❝t❡❞ ♦✛❡rs✿ t❤❡ ❜❡st r❡♣❧② t♦ ❛♥② ✉♥❦✐♥❞ ♦✛❡r x
♠✉st ❜❡ t❤❡ ♠♦st ✉♥❦✐♥❞ r❡s♣♦♥s❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❛t ✐s✱ y(x) = 0, ∀x < xκ✳ ❈♦♥✲
✈❡rs❡❧②✱ ❛♥② r❡❥❡❝t❡❞ ❦✐♥❞ ♦✛❡r ♠✉st ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞ ✇✐t❤ y(x) = E − κx, ∀x >
xκ✱ t❤❡ ❦✐♥❞❡st r❡s♣♦♥s❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ r❡❥❡❝✲
t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ r❡s♣♦♥s❡ y′(xr)✱ s♦ t❤❛t 0 < y′(xr) < E − κxr✳ ❆s ❢♦r t❤❡
✐♥❡q✉✐t②✲❛✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❛♥❞
r❡❥❡❝t✐♦♥ ✐s ♣❧❛②❡r✲s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
❜❡st✲r❡♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥ brrl : x → (δ, y) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

brrl(x) =











(0, E − κx) ✐❢ x > xκ,

(1, .) ✐❢ xκ ≤ x ≤ xκ

(0, 0) ✐❢ x < xκ.

✭✸✮

◆♦ tr❡❛t♠❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ y(x) ♦r γ(πc
r)✳ ❚❤❡

❧♦✇❡r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ xκ r✐s❡s ✇✐t❤ κ✱ ❛s ❛ ❤✐❣❤❡r κ ♠❛❦❡s r❡❥❡❝t✐♦♥ ❧❡ss
❝♦st❧②✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❧❡❛r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ xκ✿
✇❤✐❧❡ ❛ ❤✐❣❤❡r κ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ❵❝♦♥✢✐❝t✬ ♣❛②♦✛ κx✱ ✐t ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦✇❡r
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r r❡✇❛r❞✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s✿ E − κ′x < E − κ′′x ❢♦r κ′ > κ′′✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
✇❡✐❣❤t t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r ♣❧❛❝❡s ♦♥ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✳

◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❈♦① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ♣r♦✲
♣♦s❡ ❛ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✲♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t ✇❛②✱ ✐t ②✐❡❧❞s t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r r❡s♣♦♥❞❡r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t❤❡
✉❧t✐♠❛t✉♠ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❛s t❤❡ ❵❧✐♥❡❛r✬ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✉t✐❧✲
✐t② ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✇♥ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❛ r❡❝✐♣r♦❝✐t② t❡r♠✱ ✇❤❡r❡
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t❤❡ ❧❛tt❡r ♠✉❧t✐♣❧✐❡s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✲♣❛②♦✛ ✇✐t❤ ❛♥ ✏❡♠♦t✐♦♥❛❧✲st❛t❡✑ ❢✉♥❝t✐♦♥
θ✳ θ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s ♣r❡✈✐♦✉s ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ✜①❡❞
❢❛❝t♦r ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✬s ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts
❢r♦♠ ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❵❧✐♥❡❛r✬ ♠♦❞❡❧s ❝❛rr② ♦✈❡r ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
❜❡st✲r❡♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮ ❛❜♦✈❡✳

▼✐①❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❆ s♣❡❝✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❜② ❈❤❛r♥❡ss ❛♥❞ ❘❛❜✐♥ ✭✷✵✵✷✮ ✇❤✐❝❤ ♠✐①❡s r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❝♦♥❝❡r♥s ❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✲
✐t② ❛✈❡rs✐♦♥✳✼ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❛ r❡s♣♦♥❞❡r✬s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❞❞s ♦✇♥ ♣❛②♦✛
❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s ♣❛②♦✛✱ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ❛ t❡r♠ t❤❛t ✐♥t❡❣r❛t❡s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛s
✇❡❧❧ ❛s r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❝♦♥❝❡r♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ✇❡✐❣❤t ✐s ❧♦✇❡r❡❞ ✐❢ t❤❡ ♣r♦✲
♣♦s❡r r❡❝❡✐✈❡s ♠♦r❡ ♠♦♥❡② t❤❛♥ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r ♠✐s❜❡✲
❤❛✈❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❢♦r r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
♠✐s❜❡❤❛✈✐♦✉r ✭❛s ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ♦❢ ❈❤❛r♥❡ss ❛♥❞
❘❛❜✐♥✱ ✷✵✵✷✮✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ✐s ❡✐t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✳✽ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱
t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ❢♦r t❤❡ ❵❧✐♥❡❛r✬ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ❛♣♣❧②✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

●❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✳ ❈♦① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ♣r❡s❡♥t t❤❡✐r ♥♦✈❡❧
❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✲
♣❛②♦✛✕r❡s♣♦♥❞❡r✲♣❛②♦✛ s♣❛❝❡✳ ■♥ t❤✐s s♣❛❝❡✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ s❡t S ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r
❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❛ r❛② ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✲♣❛②♦✛ ❛①✐s✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♦✛❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❛② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛②♦✛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s
✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ r❡❥❡❝t✐♦♥✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ♦✉r tr❡❛t♠❡♥t ✈❛r✐✲
❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t✱ ❜✉t s❤✐❢ts t❤❡ r❛② ✐♥ ❧♦✇✲κ

✼■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ❋❛❧❦ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❜❛❝❤❡r ✭✷✵✵✻✮ ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢
r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ❛s r❡❝✐♣r♦❝❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r ✐s tr✐❣❣❡r❡❞
❜② ♣r♦♣♦s❡r ❝❤♦✐❝❡s t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ✉♥❡q✉❛❧ ♣❛②♦✛s✳

✽❚❤✐s ❛ss❡rt✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦rr❡❝t✳ ❯♥❞❡r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡
❡①t❡♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ♦❢ ❈❤❛r♥❡ss ❛♥❞ ❘❛❜✐♥ ✭✷✵✵✷✮ ❛❧❧♦✇s ❢♦r r❡❥❡❝t✐♦♥s ✐♥
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣♦♥❞❡r ✉t✐❧✐t② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ♣r♦♣♦s❡r ✐♥❝♦♠❡ ✐❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❝❧♦s❡ t♦
✵✱ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐❢ ✐t ✐s ❛❜♦✈❡ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ κx − b✱ ✇❤❡r❡ b ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ str♦♥❣❧② ❛♥
✉♥❞❡s❡r✈✐♥❣ ♣♦♦r❡st s♦❝✐❡t② ♠❡♠❜❡r ✐s ❞✐sr❡❣❛r❞❡❞✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
t♦ ❜❡ y(x) = max{0, κx− b}, ✐✳❡✳✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❛♥ ✐♥❡q✉✐t②✲❛✈❡rs❡ ♣❧❛②❡r ✭♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦r♥❡r s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❧♦✇ x✮✳ ❆s ✇❡ ✜♥❞ ♦♥❧② t✇♦
♦✉t ♦❢ ✶✺✸ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✐♥ ♦✉r ❞❛t❛ ✇❤♦s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
✭❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❡q✉✐t②✲❛✈❡rs✐♦♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t b = 0✮✱ ✇❡ ❤♦❧❞ t❤❛t t❤✐s s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ❝❛♥
❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❡❛s❡ ♦❢ ❡①♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡
❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇❡✐❣❤t ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ ❘❛✇❧s✐❛♥ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✱ δλ✱ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡ ✭❜✉t δ < 1✮✱ t❤❡
s♣✐t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✉♥❞❡s❡r✈✐♥❣ ♣❧❛②❡rs✱ f ✱ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✱ f < δ/(1− δ)✱
❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡s❡r✈✐♥❣ ❛r❡ ♥♦t ❞✐sr❡❣❛r❞❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧✲s✉r♣❧✉s✲♠❛①✐♠✐s✐♥❣ ♣❛rt✱ ✐✳❡✳✱ k ≈ 0
❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r k ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣ ♦❢ ✉♥❞❡s❡r✈✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡rs✬ ♣❛②♦✛s ✐♥ t❤✐s
♣❛rt✱ ♥♦r ✐♥ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ s♦❝✐❛❧✲✇❡❧❢❛r❡ ♣❛rt✱ ✐✳❡✳✱ b < κx ❢♦r s♦♠❡ r❡❥❡❝t✐♦♥✲✇♦rt❤② ♦✛❡rs✳

✶✶



❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✲♣❛②♦✛ ❛①✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❤✐❣❤✲κ✳
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offer

❋✐❣✉r❡ ✷✿ P❛②♦✛ s♣❛❝❡ ❢♦r r❡s♣♦♥❞❡rs

❘❡s♣♦♥❞❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s λ ∈ Λ✱ ✇❤❡r❡
Λ ✐s ❛ ♣❧❛②❡r✬s ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡✲❝✉r✈❡ s❡t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡✱ ✐♥❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ ♣❛②♦✛✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ❧✐♥❡s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✲
♣❛②♦✛ ❛①✐s✱ t❤♦s❡ ♦❢ ✐♥❡q✉✐t②✲❛✈❡rs❡ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❝♦♥✈❡① ✭❇♦❧t♦♥ ✫ ❖❝❦✲
❡♥❢❡❧s✱ ✷✵✵✵✮ ♦r ♣✐❡❝❡✲✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ ❛ ❦✐♥❦ ❛t t❤❡ ✹✺✲❞❡❣r❡❡ ❧✐♥❡ ✭❋❡❤r ✫
❙❝❤♠✐❞t✱ ✶✾✾✾✮✱ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ✐♥ t❤❡ ❵❧✐♥❡❛r✬ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✭❛s ✇❡❧❧
❛s ✐♥ t❤❡ ❵♠✐①❡❞✬ ♠♦❞❡❧ ❜② ❈❤❛r♥❡ss ✫ ❘❛❜✐♥✱ ✷✵✵✷✮ ❛r❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s t❤❛t
❛r❡ ❡✐t❤❡r ✉♣✇❛r❞✲s❧♦♣✐♥❣ ✭♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✮ ♦r ❞♦✇♥✇❛r❞✲s❧♦♣✐♥❣ ✭♣♦s✐✲
t✐✈❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❈♦① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ❵❧✐♥❡❛r✬
r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s t♦ ❜❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r❀ ❤♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤❡✐r s❧♦♣❡ ❝❛♥♥♦t ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥s✳ ■rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡✐r s❤❛♣❡✱ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡
❝✉r✈❡s ❛❧✇❛②s ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❦❡❞ s✉❝❤ t❤❛t λ′ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❵❤✐❣❤❡r✬ t❤❛♥ λ′′ ✐❢ ♣♦✐♥ts
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ λ′ ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ♣♦✐♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ λ′′✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥✲
❡✈❡r ✇❡ t❛❧❦ ❛❜♦✉t t❤❡ Λ✲❞❡✜♥❡❞ ♣♦✐♥t ✐♥ S✱ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡ ✐♥ Λ ✇❤✐❝❤ st✐❧❧ ✐s ✐♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ s❡t S✳✾

❆t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ❈♦① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❛r❡ t✇♦ ❜❛s✐❝ ❞❡✜♥✐✲
t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝♦♥❝❡r♥s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❦✐♥❞♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❦✐♥❞♥❡ss ✐♥ ✭r❡✲✮❛❝t✐♦♥s✳
❋✐rst✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❦✐♥❞♥❡ss✱ ♦r ✏❣❡♥❡r♦s✐t②✑✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r♦s✐t② ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ r❡s♣♦♥❞❡rs✬ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② s❡ts✱ ♦r✱ ♠♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ t♦ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② s❡ts ❛❢t❡r t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢

✾❲❡ ❞♦ ♥♦t r❡❢❡r t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t ❛s t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ♣♦✐♥t✱ ❛s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❛s ✇❡❧❧
❛s ❢♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❛❞❡q✉❛t❡ t♦ s♣❡❛❦ ♦❢ t❛♥❣❡♥ts✿ t❤❡r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❛ t❛♥❣❡♥t t♦ ❛ ♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ✭❤✐❣❤❡st✮ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❦✐♥❦
❛t t❤❡ Λ✲❞❡✜♥❡❞ ♣♦✐♥t✳

✶✷



t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✳✶✵ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t Sx ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛②♦✛ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥s (πp, πr) ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣♦s❡r ❛♥❞ r❡s♣♦♥❞❡r ❝❛♥ ❣❛✐♥ ❛❢t❡r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r
❤❛s ❝❤♦s❡♥ x✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ π̂i(x) = supπi

Sx ❢♦r i = p, r✳ ❆ s❡t Sx′ ✐s
❝❛❧❧❡❞ ✏♠♦r❡ ❣❡♥❡r♦✉s t❤❛♥✑ ❛ s❡t Sx′′ ✐❢ ✭✐✮ π̂r(x

′) − π̂r(x
′′) ≥ 0 ❛♥❞ ✭✐✐✮

π̂r(x
′)− π̂r(x

′′) ≥ π̂p(x
′)− π̂p(x

′′)✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r ✐s ♠♦r❡ ❣❡♥✲
❡r♦✉s ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ x′ t❤❛♥ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ x′′ ✐❢ ✭✐✮ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ x′

♦✈❡r x′′ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛②♦✛ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r
❝❛♥ ❡❛r♥✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡r✬s ♣❛②♦✛ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ x′

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ x′′ ✐s ♥♦t ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s
♣❛②♦✛✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛♥ ♦✛❡r x′ ✐♥ t❤❡ ✉r♠ ❣❛♠❡ ✐s ♠♦r❡
❣❡♥❡r♦✉s t❤❛♥ x′′ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ x′ ≥ x′′✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ❦✐♥❞♥❡ss ✐♥ ❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❡r♠❡❞ ✏❛❧tr✉✐s♠✑✳ ❆❧✲
tr✉✐s♠ r❡❢❡rs t♦ t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✬s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ur(πr, πp) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✬s ❝♦♥✈❡① ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s Λ ✐♥ t❤❡
♣❛②♦✛✲s♣❛❝❡ {(πp, πr)}✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ♣❧❛②❡r i✬s
✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss✲t♦✲♣❛② ❢♦r ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ ♣❧❛②❡r j✱ WTPi =
[∂ui(πi, πj)/∂πj]/[∂ui(πi, πj)/∂πi]✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ i✬s ♠❛r❣✐♥❛❧ r❛t❡ ♦❢ s✉❜st✐t✉✲
t✐♦♥ MRSi = 1/WTPi✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✬s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ u′

r(πr, πp) ✐s s❛✐❞
t♦ ❜❡ ✏♠♦r❡ ❛❧tr✉✐st✐❝ t❤❛♥✑ u′′

r(πr, πp) ✐❢ WTP ′
r ≥ WTP ′′

r , ∀(πr, πp)✳ ❊q✉✐✈❛✲
❧❡♥t❧②✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s Λ′ ✐s ♠♦r❡ ❛❧✲
tr✉✐st✐❝ t❤❛♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ Λ′′ ✐❢✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ Λ′′✱ t❤❡ ❝✉r✈❡s
✐♥ Λ′ ❛r❡ r♦t❛t❡❞ ❝♦✉♥t❡r✲❝❧♦❝❦✇✐s❡ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r ♣❛②♦✛ π′

p ✐♥ t❤❡ Λ′✲❞❡✜♥❡❞ ♣♦✐♥t ✐♥ Sx ♠✉st ♥♦t ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
π′′
p ✐♥ t❤❡ Λ′′✲❞❡✜♥❡❞ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡t✳
❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛ ♣r♦♣♦s❡r✬s

❞❡❝✐s✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ Sx′ r❛t❤❡r t❤❛♥ Sx′′ ✭Sx′ ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r♦✉s t❤❛♥ Sx′′✮
✐♥❞✉❝❡s ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s Λ′ r❛t❤❡r t❤❛♥ Λ′′ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r
✭✇✐t❤ u′

r(πr, πp) ♠♦r❡ ❛❧tr✉✐st✐❝ t❤❛♥ u′′
r(πr, πp)✮✳ ▲♦♦s❡❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ♠♦r❡

❣❡♥❡r♦✉s ♦✛❡rs ❧❡❛❞ t♦ ♠♦r❡ ❛❧tr✉✐st✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳
❍❛✈✐♥❣ ♦✉t❧✐♥❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♥♦✇ ❛♣♣❧② ✐t t♦ t❤❡ ✉r♠ ❣❛♠❡✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t

t❤❡ ❝♦♥✈❡① ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ r♦t❛t❡❞ ❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❢♦r ❧❡ss ❣❡♥❡r♦✉s ♦✛❡rs✳
❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ♦✛❡r✱ t❤❡ st❡❡♣❡r ✕ ♦r ✢❛tt❡r✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♣✇❛r❞✲
s❧♦♣✐♥❣ ❝✉r✈❡s ✕ t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ s❡t ❞❡❝r❡❛s❡s ♦r r❡♠❛✐♥s
❝♦♥st❛♥t✱ ❜✉t ♥❡✈❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✲♣❛②♦✛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢♦r ♦✛❡rs ♦❢

✶✵❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② s❡t ❛s ✉s❡❞ ❜② ❈♦① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ✇♦✉❧❞
r✉❧❡ ♦✉t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧ t♦ ♦✉r ❣❛♠❡✱ ❛s t❤❡② r❡q✉✐r❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② s❡ts t♦ ❜❡
❝♦♥✈❡①✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t s❡❡ ✇❤② ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② s❡ts ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦
♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞r♦♣ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❛s ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥✈✐♥❝❡❞
t❤❛t t❤❡✐r ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦♦❧ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ ♦✉r ❣❛♠❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ■♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ✭❛✮ Λ′ ❛♥❞ ✭❜✮ Λ′′ ✭Λ′ ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡ ❛❧tr✉✐st✐❝ t❤❛♥
Λ′′✮

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❣❡♥❡r♦s✐t②✳✶✶ ❙✐♥❝❡ ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s ♣❛②♦✛ ✐s ❝♦st❧❡ss ❛♥❞
infπp

Sx = 0, ∀x ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ s❡t ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ♦✛❡rs✮ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❢♦r t✇♦ r❡❥❡❝t❡❞ ♦✛❡rs x′ ❛♥❞ x′′ s✉❝❤
t❤❛t x′ > x′′✱ y(x′) ≥ y(x′′) ♠✉st ❤♦❧❞✳

❲❤✐❝❤ ♦✛❡rs ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞❄ ▲✐❦❡ ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞✱
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈♦① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ♦✇♥
✐♥❝♦♠❡ ✐s tr❛❞❡❞ ♦✛ ❛❣❛✐♥st ❛ s❡❝♦♥❞ ✉t✐❧✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜②
♦t❤❡rs✬ ✐♥❝♦♠❡✳ ■❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r r❡❥❡❝ts ❛♥ ♦✛❡r✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❣❛✐♥s ❢r♦♠ t❤✐s
s❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✉st ♦✉t✇❡✐❣❤ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♦♥❡✬s ♦✇♥ ✐♥❝♦♠❡✳ ❍❡♥❝❡✱
t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ WTP ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ✈❡r② ❣❡♥❡r♦✉s ♦✛❡rs
✭❡✳❣✳✱ r❡❥❡❝t✐♥❣ x ≥ x ❛♥❞ r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜② y > E − x✮ ✕ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦
❛♣♣❡❛rs ❤❛r❞❧② ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛t t❤❡ ✜rst ❣❧❛♥❝❡ ✕ ♦r ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ WTP ❢♦r πp

✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ✈❡r② ✉♥❣❡♥❡r♦✉s ♦✛❡rs ✭❡✳❣✳✱ r❡❥❡❝t✐♥❣ x ≤ x ❛♥❞ r❡s♣♦♥❞✐♥❣
❜② y < E − x✮✱ s♦ t❤❛t ❛❝❝❡♣t❡❞ ♦✛❡rs ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥✈❡① s❡t [x; x]✳ ❚❤❡
s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡s ♦❢ x ❛♥❞ x ❛❣❛✐♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
r❡s♣♦♥❞❡r ♣❧❛❝❡s ♦♥ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜❡st✲r❡♣❧②
❢✉♥❝t✐♦♥ brre : x → (δ, y)✿

brre(x) =

{

(0, y′(x)) ✐❢ x > xκ ♦r x < xκ,

(1, .) ✐❢ xκ ≤ x ≤ xκ.
✭✹✮

✇❤❡r❡ y′(x) ♠✉st s❛t✐s❢② ∂y′/∂x ≥ 0✳

✶✶❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t r❡q✉✐r❡s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜❡♥❡✈♦✲

❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❤✐❝❤ ❈♦① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❞❡✜♥❡ ❛s ❛ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡r✬s
✐♥❝♦♠❡ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♦✇♥ ✐♥❝♦♠❡✳

✶✹



❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝ts✱ ✇❡ ✜rst t✉r♥ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♦✛❡r✲
r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ y(x)✳ ■♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ κ✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ❢♦r
❜♦t❤ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧✱ ♠❡r❡❧② r✉❧✐♥❣ ♦✉t
r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡✳✶✷ ❚✉r♥✐♥❣ t♦ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t✲
♣❛②♦✛ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ♦✉r tr❡❛t♠❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧t❡r t❤❡
s✉♣r❡♠✉♠ ♦❢ πr ✐♥ t❤❡ s❡t Sx ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✛❡r x✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ κ ❝❤❛♥❣❡s
t❤❡ r❛②✱ ❜✉t ♥♦t t❤❡ ♣♦✐♥t ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ♦✛❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠✮✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❣❡♥❡r♦s✐t② ♦❢ ♦✛❡rs✳✶✸

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✢✐❝t ♣❛②♦✛ πc
r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t

♦✛❡rs ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❡❛t♠❡♥ts✿ ✉♥❞❡r ❛ ❧♦✇ κ✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ♦✛❡r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✢✐❝t ♣❛②♦✛ t❤❛♥ ✉♥❞❡r ❛ ❤✐❣❤ κ✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❤✐❣❤❡r
♦✛❡rs ❛r❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❣❡♥❡r♦s✐t② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❡t ✇✐t❤
❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❛❧tr✉✐s♠✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t✲♣❛②♦✛ r❡s♣♦♥s❡
❢✉♥❝t✐♦♥ γ(πc

r) ♠❛② ❞✐✛❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥ts✿ ❢♦r κ′ < κ′′✱ t❤❡ s❛♠❡
❝♦♥✢✐❝t ♣❛②♦✛ πc

r = κ′x′ = κ′′x′′ ✐♠♣❧✐❡s γ(κ′x′) ≥ γ(κ′x′′)✳
❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢

t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ x ❢♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ κ✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ t❛❦❡ t❤❡ ♦✛❡r x′ t❤❛t
♠❛❦❡s t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❛♥❞ r❡❥❡❝t✐♥❣ ✉♥❞❡r κ′✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡❝r❡❛s❡ κ✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ κ ❧❡❛✈❡s t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✲♣❛②♦✛
s✉♣r❡♠✉♠ ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛s t❤❡
r❡s♣♦♥❞❡r✬s ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛❧tr✉✐s♠ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✳ ❇✉t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡
❝✉r✈❡s r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ t❤❡ r❛② ♦❢ S ′

x s❤✐❢t✐♥❣ ❧❡❢t✱ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r
♠✉st ♥♦✇ ♣r❡❢❡r t♦ ❛❝❝❡♣t t❤❡ ♦✛❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❇② t❤❡ s❛♠❡
t♦❦❡♥✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ κ ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✉♣♣❡r t❤r❡s❤♦❧❞ x✳ ❇② t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ κ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✲
♣♦ss✐❜❧❡ r❡✇❛r❞ (E − κx)✱ ✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ κ
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞
✭❛♥❞ ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ t❤❛♥ ♥♦t✱ ✐t ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ x✮✳

■♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❜② ❈♦① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❱✐rt✉✲
❛❧❧② ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇❡❛❦✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡
st❛t❡♠❡♥t t❤❛t ✏❢♦r ♦✛❡rs ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❣❡♥❡r♦s✐t②✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝❛♥♥♦t ✐♥✲
❝r❡❛s❡✳✑ ❇② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ✇❡❛❦ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ❈♦① ❡t
❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❡♥❝♦♠♣❛ss ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐♥ ♦♥❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❡✈❡♥ ❢♦r ♦✛❡r✲r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❡q✉❛❧
t♦ ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✳ ■t
❞♦❡s ♣❧❛❝❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱ ♠♦st

✶✷❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤✐s r❡q✉✐r❡s ✐♥✈♦❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜❡♥❡✈♦❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt②✱ ❝❢✳ ❢t♥✳ ✶✶✳
✶✸❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ❝♦rr❡❝t✳ P❧❡❛s❡✱ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥

s❡❝t✐♦♥ ✺ ❢♦r ✇❤② ✇❡ ❤♦❧❞ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛ss❡rt✐♦♥ t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

✶✺
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payoff set for rejections in LOW−κ

payoff set for rejections in HIGH−κ

offer

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ κ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦♥ ♦✛❡r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡

♥♦t❛❜❧② ♣❡r❤❛♣s t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ ❝❧❡❛r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❧✐❦❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣❛✐♥s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✐t ❧♦♦s❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❝✐✲
✜t②✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s❤♦rt❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡❧ r❡✜♥❡♠❡♥t t♦ ❡s❝❤❡✇ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺ ♦❢ t❤✐s
❛rt✐❝❧❡✳ ❚♦ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡ ✢♦♦r ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳

✹ ❘❡s✉❧ts

❲❡ str✉❝t✉r❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✜rst✱ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡
r❡❥❡❝t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡rs✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ r❡s♣♦♥s❡ ♣❛tt❡r♥s✳
❚❤✐r❞✱ ✇❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❧❛t❡ r❡s♣♦♥s❡ ♣❛tt❡r♥s t♦ r❡❥❡❝t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❲❡
r❡❧❡❣❛t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ♦♥ ♦✛❡rs✱ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦✛❡rs✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❢ r♦❧❡✲
❝♦♥t✐♥❣❡♥t ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛②♦✛s t♦ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✱ ❛s t❤❡s❡ ❛r❡ ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢
t❤✐s st✉❞②✳

✹✳✶ ❘❡❥❡❝t✐♦♥s

✽✹✪ ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ♦✛❡rs ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲κ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✽✶✪ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲κ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮
✇❡r❡ ❛❝❝❡♣t❡❞✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱
✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡s♣♦♥❞❡r i✱ xi

✶✻



❚❛❜❧❡ ✶✿ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❞✐s❝✉ss❡❞

❘❡s♣♦♥s❡ y(x) t♦ ♦✛❡rs 0 < x < x
κ

x > xκ

P❛②♦✛✲♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ◆♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✿ ❛❧❧ ♦✛❡rs ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❡❞
■♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ κx κx
❘❡❝✐♣r♦❝✐t② ✭❧✐♥❡❛r✴♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✴♠✐①❡❞✮ 0 E − κx
❈♦① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ∂y/∂x ≥ 0 y > E − xκ, ∂y/∂x ≥ 0

❚r❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ♦♥ y(x) 0 < x < x
κ

x > xκ

P❛②♦✛✲♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ◆♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✿ ❛❧❧ ♦✛❡rs ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❡❞
■♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ + +
❘❡❝✐♣r♦❝✐t② ✭❧✐♥❡❛r✴♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✴♠✐①❡❞✮ 0 −
❈♦① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ + ♦r 0 −

❆❝❝❡♣t❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ∂x
κ
/∂κ ∂xκ/∂κ

P❛②♦✛✲♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ◆♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✿ ❛❧❧ ♦✛❡rs ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❡❞
■♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ + −
❘❡❝✐♣r♦❝✐t② ✭❧✐♥❡❛r✴♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✴♠✐①❡❞✮ + ✭0✴− ♦r 0✴0✮
❈♦① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ + ♦r 0 − ♦r 0

◆♦t❡✿ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ♥✐❝❡ ♦✛❡rs ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞✳

❛♥❞ xi✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

xi = max{x|δi(x) = 1} ❛♥❞

xi =

{

max{x|x ≤ 6, δi(x) = 0}, ✐❢ {x|x ≤ 6, δi(x) = 0} 6= ∅, ❛♥❞

−1, ♦t❤❡r✇✐s❡✱

✭✺✮

✇❤❡r❡ δi(x) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡r i ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♦✛❡r
x✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ♣r❡❞✐❝t r❡❣✉❧❛r✐t②
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ r❡❥❡❝t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s✱ δi(x) = 1, ∀x ∈ (xi, xi]✱ ❛♥❞ δi(x) = 0✱
♦t❤❡r✇✐s❡✳ ■♥ t♦t❛❧✱ ✸✷ ♦✉t ♦❢ ✶✺✸ r❡s♣♦♥❞❡rs ❡①❤✐❜✐t r❡❥❡❝t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s t❤❛t
✈✐♦❧❛t❡ r❡❣✉❧❛r✐t②✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ t②♣✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✭s❡❡ ❈❛♠❡r❡r✱
✷✵✵✸✮✱ ♦♥❧② ✾ ♦❢ t❤❡♠ ✭✻✪ ♦❢ ❛❧❧ r❡s♣♦♥❞❡rs✮ ♠❛❦❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❛t
✇♦✉❧❞ ❝♦♥tr❛❞✐❝t r❡❣✉❧❛r✐t②✳ ❲❡ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✷✸ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s t♦ t❤❡
❞✐✣❝✉❧t② ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❛♥❞♦♠✲♦r❞❡r ♦♥❡✲❜②✲♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
♦✛❡rs✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤✐s ❢❛❝t ❛♥❞ ✉s❡ ❛s ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❡
❝❤♦s❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ xi✳

✶✹ ❚❤❡ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❞❛t❛

✶✹❖✉r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡ x
i
✉s✐♥❣

t❤❡ ♠♦r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ x
i
= min{x|δi(x) = 1}✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢

♦✉r ✜♥❞✐♥❣s✳

✶✼



❚❛❜❧❡ ✷✿ ◆✉♠❜❡rs ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞s

xi xi
✲✶ ✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✾ ✶✵ ✶✶ ✶✷

❤✐❣❤✲κ ✵ ✸ ✺ ✺ ✾ ✹✷ ✶✶ ✶ ✶ ✶ ✶✵ ✻✹
❧♦✇✲κ ✶ ✽ ✻ ✾ ✶✾ ✷✼ ✻ ✶ ✵ ✶ ✺ ✼✶

♦❢ ❛❧❧ r❡s♣♦♥❞❡rs✳ ❘❡s♣♦♥❞❡rs ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡
t❤r❡s❤♦❧❞s❀ ❚❛❜❧❡ ✷ r❡♣♦rts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡rs ✐♥ ❡❛❝❤ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r
❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❝❧❛ss✱ ||xi|| ❛♥❞ ||xi||✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❧♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞s xi ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ✐♥ ❤✐❣❤✲κ ✭✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡
♦❢ 3.57 ✈s✳ 2.97 ✐♥ ❧♦✇✲κ✱ p = 0.003❀ ❛❧s♦✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❡❡♥ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡
✷✱ xi ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤✲κ tr❡❛t♠❡♥t ✜rst✲♦r❞❡r st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡s xi ❢r♦♠
t❤❡ ❧♦✇✲κ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮✳✶✺ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
✉♣♣❡r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞s xi ❢❛✐❧s t♦ r❡❛❝❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✭11.80 ✈s✳ 11.91✱
p = 0.114✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ str♦♥❣ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡✛❡❝t✿
✇❤✐❧❡ ♠♦st r❡s♣♦♥❞❡rs ♥❡✈❡r r❡❥❡❝t ❛♥ ♦✛❡r ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❡q✉❛❧ s♣❧✐t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❞♦ ✐♥ ❤✐❣❤✲κ ✭✶✷ ♦✉t ♦❢ ✼✻✮ ✐s ❞♦✉❜❧❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡r
❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇✲κ tr❡❛t♠❡♥t ✭✻ ♦✉t ♦❢ ✼✼❀ ❛❣❛✐♥✱ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❤♦❧❞s✮✳

✹✳✷ ❘❡s♣♦♥s❡s

●✐✈❡♥ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥t❡r❡st ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱
r❡s♣♦♥s❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ r❡❥❡❝t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐❞❡♥t✐❢② r❡❥❡❝t❡❞ ♦✛❡rs ❛s xr✱ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦
❛ r❡❥❡❝t❡❞ ♦✛❡r ✐s y(xr)✳ ■♥ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t♦r② ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♦✉r st✉❞②✱
✇❡ ✇❛♥t t♦ ❣❡t ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❧❛ss✐❢②
t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡ t②♣❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❲❡
❞❡✜♥❡ t❤❡ t②♣❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✶✱ ❢♦❝✉ss✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✲r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♣❛rt✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✳ P❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✇❤♦s❡ r❡s♣♦♥s❡s ❝♦✉❧❞ ♥♦t
❜❡ ✜tt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❣r♦✉♣❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜r♦❛❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡✐r r❡s♣♦♥s❡s✳
◆✉❧❧✳ ❙✉❜❥❡❝ts ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥t♦ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r② ❛❝❝❡♣t ❛❧❧ ♦✛❡rs ❡①❝❡♣t ❢♦r ♦✛❡rs
x = 0✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡② r❡s♣♦♥❞ ❜② y(0) = 0✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝❛♥ ❜❡
❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❡✐t❤❡r s❡❧✜s❤✱ ✐♥❡q✉✐t②✲❛✈❡rs❡ ♦r r❡❝✐♣r♦❝❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦❡s

✶✺❯♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✱ ❛❧❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦✲s✐❞❡❞ ❲✐❧❝♦①♦♥ r❛♥❦✲
s✉♠ t❡sts✳ ❇❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐sts✴♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❞♦❡s ♥♦t ❞✐✛❡r
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳

✶✽



❚❛❜❧❡ ✸✿ ❋r❡q✉❡♥❝② ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡r t②♣❡s

❤✐❣❤✲κ ✭✐♥ ✪✮ ❧♦✇✲κ ✭✐♥ ✪✮

◆✉❧❧ ✸ ✸✳✾ ✻ ✼✳✽
❆❝❝❡♣t❡rs ✵ ✵✳✵ ✶ ✶✳✸
❙②♠❜♦❧✐❝ ✷ ✷✳✻ ✶ ✶✳✸
●❡♥t❧❡ ♣✉♥✐s❤❡rs ✸ ✸✳✾ ✸ ✸✳✾
■♥❡q✉✐t②✲❛✈❡rs❡ ✶✹ ✶✽✳✹ ✶✷ ✶✺✳✻
❘❡❝✐♣r♦❝❛❧✿ ❧✐♥❡❛r ✶✸ ✶✼✳✶ ✷✾ ✸✼✳✼
❘❡❝✐♣r♦❝❛❧✿ ❣r❛❞✉❛❧ ✸✸ ✹✸✳✹ ✷✵ ✷✻✳✵
❇❡t✇❡❡♥ ✸ ✸✳✾ ✸ ✸✳✾
❯♥❝❧❛ss✐✜❡❞ ✺ ✻✳✻ ✷ ✷✳✻

❚♦t❛❧ ✼✻ ✼✼

♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♥✉❧❧s ✬ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s✳
❆❝❝❡♣t❡rs✳ ❙✉❜❥❡❝ts ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥t♦ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r② ❛❝❝❡♣t ❛❧❧ ♦✛❡rs✳
❙②♠❜♦❧✐❝✳ ❙✉❜❥❡❝ts ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥t♦ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r② ❛❝❝❡♣t ♠♦st ♦✛❡rs ❜✉t r❡❥❡❝t
❛t ❧❡❛st ♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r r❡❥❡❝t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② s②♠❜♦❧✐❝✕t❤❡② ❛❞♠✐♥✐st❡r t❤❡
♣r♦♣♦s❡r t❤❡ ❛♠♦✉♥t t❤❡ ❧❛tt❡r ❛s❦❡❞ ❢♦r✿ y(xr) = E − xr✳
●❡♥t❧❡ ♣✉♥✐s❤❡rs✳ ❙✉❜❥❡❝ts ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥t♦ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r② r❡❥❡❝t s♦♠❡ ♦✛❡rs ❜✉t
❧❡❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r ❜❡tt❡r ♦✛ t❤❛♥ ✇❤❛t t❤❡② ✇❡r❡ ♦✛❡r❡❞ ❢♦r xr < 6✱ ✐✳❡✳✱
y(xr) > xr✳
■♥❡q✉✐t②✲❛✈❡rs❡✳ ■♥❡q✉✐t②✲❛✈❡rs❡ ♣❧❛②❡rs ❝♦♥❢♦r♠ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✿ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡② r❡❥❡❝t ❛♥ ♦✛❡r xr ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❞♦ ❢♦r ❛t
❧❡❛st t✇♦ ♦✛❡rs x✱ t❤❡② r❡s♣♦♥❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ y(xr) = κxr✳
❘❡❝✐♣r♦❝❛❧✿ ❧✐♥❡❛r✳ ❙✉❜❥❡❝ts ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥t♦ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r② ❝♦♥❢♦r♠ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝✲
t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ♠❛❥♦r r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s✿ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡② r❡❥❡❝t ❛♥ ♦✛❡r xr ✇❤✐❝❤
t❤❡② ❞♦ ❢♦r ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♦✛❡rs x✱ t❤❡② r❡s♣♦♥❞ ❜② ♣✉♥✐s❤✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡r
❛s ❤❛rs❤❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ y(xr) = 0✳
❘❡❝✐♣r♦❝❛❧✿ ❣r❛❞✉❛❧✳ ❙✉❜❥❡❝ts ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥t♦ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r② ❡①❤✐❜✐t t✇♦ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝s✿ ✭✐✮ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✐♥❡q✉✐t②✲❛✈❡rs❡ ♣❧❛②❡rs✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡✐r ♦✛❡r r❡s♣♦♥s❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢✉❧✜❧❧s y(xj) ≥ y(xi) ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ r❡❥❡❝t❡❞ ♦✛❡rs xi ❛♥❞ xj s✉❝❤
t❤❛t xi < xj ❛♥❞ y(xj) > y(xi) ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s✉❝❤ ♣❛✐r✳
❇❡t✇❡❡♥✳ ❙✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ t♦ ❢❛❧❧ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✐❢
t❤❡② r❡❥❡❝t ✈❛r✐♦✉s ♦✛❡rs ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ y(xr) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡❧♦♥❣ t♦
❞✐✛❡r❡♥t ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t xr✳

❚❛❜❧❡ ✸ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳✶✻ ❲❡ ♠❛❦❡

✶✻◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s❀ t❤✐s ❝♦✉❧❞

✶✾



t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✿ ❋✐rst✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ r❡s♣♦♥s❡ ♣❛tt❡r♥s
t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② r❡s✉❧t ❢r♦♠ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❛ ♣❛②♦✛✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♣❧❛②❡r✕
♥✉❧❧✱ ❛❝❝❡♣t❡rs✱ ♦♥❡ s②♠❜♦❧✐❝ t②♣❡ ✐♥ ❡❛❝❤ tr❡❛t♠❡♥t ♣❧✉s ♦♥❡ ❣❡♥t❧❡✲♣✉♥✐s❤❡r✕
✇❡ ❝♦✉♥t ♦♥❧② ✶✸ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✭✹ ✐♥ ❤✐❣❤✲κ✱ ✾ ✐♥ ❧♦✇✲κ✮ ♦✉t ♦❢ ✶✺✸ ✭✽✪✮✳
❍❡♥❝❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t②♣✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t✉♠
❣❛♠❡ ✭❡✳❣✳✱ s❡❡ ❆♥❞r❡♦♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✱ t❤❡ ✉r♠ ❣❛♠❡ ②✐❡❧❞s ♠✉❝❤ ❧❡ss ❵s❡❧✜s❤✬
❜❡❤❛✈✐♦✉r ❜② r❡s♣♦♥❞❡rs✳✶✼

❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ✇❤♦s❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♦♥❡
♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝ ♠♦❞❡❧s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ❈♦① ❡t
❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ♠❛❦❡s ✉♣ ❢♦r ♦♥❧② ✸✶ ♦✉t ♦❢ ✼✻ ✐♥ ❤✐❣❤✲κ ❛♥❞ ✺✵ ♦✉t ♦❢ ✼✼ ✐♥ ❧♦✇✲
κ✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♦♥❧② ❛❜♦✉t ✹✵✪ ✭✻✺✪✮
♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❤✐❣❤✲κ ✭❧♦✇✲κ✮✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡
♦❜s❡r✈❡ ❛ st❛❜❧❡ ✶✻✲✶✽✪ ✐♥❡q✉✐t②✲❛✈❡rs❡ ♣❧❛②❡rs✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❜❡❧♦♥❣✐♥❣
t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜❝❧❛ss❡s ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❞✐✛❡rs s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❛❝r♦ss tr❡❛t♠❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ▼♦st ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♥♦t ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡
❛❜♦✈❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ❛s ❣r❛❞✉❛❧❧②✲r❡❝✐♣r♦❝❛❧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❈♦①
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❝❛♥ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡s
r❛t❤❡r t❤❛♥ ♣r❡❞✐❝ts t❤❡♠✳ ❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛②s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❣r❛❞✉❛❧❧②✲r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♠❛② ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ♦♥ t❤❡
❜❛s✐s ♦❢ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧✳

❚❤✐r❞✱ ✐♥ ❤✐❣❤✲κ✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛②❡rs ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ❛s ❣r❛❞✉❛❧ r❡❝✐♣r♦❝❛✲
t♦rs ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ ❧♦✇✲κ ❜② ❛❧♠♦st ✷✵✪✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤✲κ
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✲r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♣❧❛②❡rs ✐s ❧♦✇❡r ❜② t❤❡ s❛♠❡ ✷✵✪✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
t❤❡ ❞❛t❛ ❧♦♦❦ ❛s ✐❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ κ ❢r♦♠ ✵✳✺ t♦ ✵✳✷✺ ❝❤❛♥❣❡❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t ✷✵✪ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡
t❤❡ s❡✈❡r✐t② ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ♦✛❡r✬s ✉♥❦✐♥❞♥❡ss✳✶✽ ❲❤❡t❤❡r
t❤✐s ✐s ❛♥ ❛❝t✉❛❧ t②♣❡ s❤✐❢t ♦r ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ♠❡r❡❧② t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ s❤✐❢t❡❞ ❞♦✇♥✇❛r❞ ✈❡r② str♦♥❣❧② ✐s s♦♠❡t❤✐♥❣ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❛♥✲
s✇❡r✳ ❲❤❛t ✇❡ ❞♦ ❦♥♦✇ ✐s t❤❛t t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛❞✉❛❧ r❡❝✐♣r♦❝❛t♦rs ✇✐t❤ ❛
r❡s♣♦♥s❡✲❢✉♥❝t✐♦♥ s❧♦♣❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✵✳✹ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✶✼ ♦✉t ♦❢ ✸✸ ✐♥ ❤✐❣❤✲κ
t♦ ✺ ♦✉t ♦❢ ✷✵ ✐♥ ❧♦✇✲κ✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ r❡s♣♦♥s❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❞♦ ❣❡t ❤❛rs❤❡r
✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✜①❡❞ ❝♦sts ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛❧s♦ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❣r❛❞✉❛❧
r❡❝✐♣r♦❝❛t♦rs✳

❜❡ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❜❡❧♦✇ x
i
♦r ❛ s❧✐❣❤t ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✱ ❡✳❣✳✱ ❢♦r ❣r❛❞✉❛❧ r❡❝✐♣r♦❝❛t♦rs✳

◆♦t ❞♦✐♥❣ s♦ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛✈❡ ✉s ✇✐t❤ ✷✹ ✭✶✷✮ ❣r❛❞✉❛❧ r❡❝✐♣r♦❝❛t♦rs ✐♥ ❤✐❣❤✲κ ✭❧♦✇✲κ✮✱ ❛♥❞
✇✐t❤ ✷✵ ✭✶✸✮ ✉♥❝❧❛ss✐✜❡❞ r❡s♣♦♥❞❡rs✳

✶✼❆ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❝♦sts ❛r❡ ❧♦✇❡r ✐♥ ♦✉r s❡t✉♣✳
❲❡ ❛r❡ t❤❛♥❦❢✉❧ t♦ ❛♥ ❛♥♦♥②♠♦✉s r❡❢❡r❡❡ ❢♦r ♣♦✐♥t✐♥❣ t❤✐s ♦✉t✳

✶✽❆ χ2✲t❡st s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ t②♣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❝❧❛ss✐✜❛❜❧❡ ❛s ♣❛②♦✛✲
♠❛①✐♠✐s✐♥❣✱ ✐♥❡q✉✐t②✲❛✈❡rs❡✱ ❧✐♥❡❛r✲r❡❝✐♣r♦❝❛❧✱ ❣r❛❞✉❛❧❧② r❡❝✐♣r♦❝❛❧✱ ❛♥❞ ♦t❤❡rs✱ ❞✐✛❡r ❜❡✲
t✇❡❡♥ tr❡❛t♠❡♥ts✱ ✭p = 0.015✮✳

✷✵



❚❛❜❧❡ ✹✿ ▼❡❛♥ ❧♦✇❡r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❜② tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ t②♣❡

❘❡s♣♦♥❞❡r t②♣❡ ❤✐❣❤ ❧♦✇

■♥❡q✉✐t②✲❛✈❡rs❡ ✹✳✵✽ ✸✳✺✵
❘❡❝✐♣r♦❝❛❧✿ ❧✐♥❡❛r ✸✳✼✶ ✸✳✸✶
❘❡❝✐♣r♦❝❛❧✿ ❣r❛❞✉❛❧ ✹✳✵✵ ✸✳✶✺

■♥ ♦✉r ✈✐❡✇✱ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝r✐t✐❝❛❧✿ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥②
r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❜♦t❤ ❣r❛❞✉❛❧❧②✲r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞
✇❤❛t ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ t②♣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐❢ ✐t ✐s
t♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ st❡♣ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳
❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❞❡✈♦t❡ s❡❝t✐♦♥ ✺ t♦ s♦♠❡ ✐❞❡❛s ♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥
✇❤✐❝❤ t♦ ❡①t❡♥❞ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✱ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ ❧✐❣❤t ♦❢ ♦✉r
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❞♦ s♦✱ ✇❡ s❤❡❞ s♦♠❡ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
r❡s♣♦♥s❡ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ r❡❥❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt✳

✹✳✸ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡s♣♦♥s❡ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ r❡✲
❥❡❝t✐♦♥s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② r❡♣♦rt t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢
❧♦✇❡r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ t②♣❡s✱ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✹✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✜♥❞ ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❧♦✇❡r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ t❤r❡s❤✲
♦❧❞s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❡q✉✐t②✲❛✈❡rs❡✱ ❧✐♥❡❛r✲r❡❝✐♣r♦❝❛❧✱ ❛♥❞ ❣r❛❞✉❛❧❧②✲r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♣❧❛②✲
❡rs ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ tr❡❛t♠❡♥t ✭❛❧❧ ♣❛✐r✲✇✐s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ②✐❡❧❞ p > 0.15✮✱ ✇❡
♦❜s❡r✈❡ ❛ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♣✐❝t✉r❡ ❛❝r♦ss tr❡❛t♠❡♥ts✳ ❇♦t❤ ❢♦r ✐♥❡q✉✐t②✲
❛✈❡rs❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r✲r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♣❧❛②❡rs✱ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❧♦✇❡r ❛❝❝❡♣✲
t❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ✐s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜✉t ❝❧❡❛r❧② ❢❛✐❧s t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✭p = 0.249 ❛♥❞ p = 0.301✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❝❧❛ss✐✜❡❞
❛s ❣r❛❞✉❛❧ r❡❝✐♣r♦❝❛t♦rs✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t✿ ✐♥ ❧♦✇✲κ✱ t❤❡② ❛❝❝❡♣t
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r ♦✛❡rs t❤❛♥ ✐♥ ❤✐❣❤✲κ ✭p < 0.001✮✳ ❚❤✉s ❢♦r ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❧❛②❡rs✱ ❢❛✐r♥❡ss ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞
❜② ❛ s✐t✉❛t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ✐s t❤❛t ♣❧❛②❡rs ✇✐t❤
❤✐❣❤ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❡①❤✐❜✐t ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦sts ♦❢
♣✉♥✐s❤♠❡♥t✿ ✐❢ t❤❡✐r r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤✐❢ts ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t ✐♥ ❧♦✇✲κ✱ t❤❡②
❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❧✐♥❡❛r r❡❝✐♣r♦❝❛t♦rs✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✭♥♦♥✲✮s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❣r❛❞✉❛❧ r❡❝✐♣r♦❝❛t♦rs✳ ❖♥❝❡
❛❣❛✐♥✱ ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❧❛✉s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛✲
t✐♦♥✳
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✺ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞✲r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❡t ♦✉t t♦ ❡①♣❧♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡①✐st✐♥❣
♠♦❞❡❧s ♠❛② ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s✳ ❖✉r ❞❛t❛ ❝❛❧❧ ❢♦r t✇♦
t❤✐♥❣s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✇❤♦ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛t✲
❡❣♦r✐③❡❞ ❛s ❣r❛❞✉❛❧ r❡❝✐♣r♦❝❛t♦rs ❝❛❧❧s ❢♦r ❛ t❤❡♦r❡t✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤
♣❧❛②❡rs✳ ❆♥❞ t❤❡ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ t②♣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ♦✉r tr❡❛t♠❡♥t
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝❛❧❧s ❢♦r ❛ t❤❡♦r② t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❛t s❤✐❢t✳ ❖✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥
♦❢ ✇❛②s t♦ ♠❡❡t t❤❡s❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✳ ❋✐rst✱ ✇❡
r❡✈✐❡✇ ❛♥❞ ❞✐s❝❛r❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✳ ❙✉❜✲
s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❈♦① ❡t
❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ♣❛②✐♥❣ tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛❜❧❡
t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s✳

✺✳✶ ▲✐♥❡❛r r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s

■♥ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✿ ❛♥ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡r✬s ❦✐♥❞♥❡ss✱ ♦r ❣❡♥✲
❡r♦s✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝❛t✐♦♥✱ ♦r ❛❧tr✉✐s♠ ✐♥ ❛ ♣❧❛②❡r✬s r❡s♣♦♥s❡✳
▲✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ❧✐❦❡ ❈❤❛r♥❡ss ❛♥❞ ❘❛❜✐♥ ✭✷✵✵✷✮✱ ❉✉❢✇❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❑✐r❝❤st❡✐❣❡r
✭✷✵✵✹✮✱ ♦r ❋❛❧❦ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❜❛❝❤❡r ✭✷✵✵✻✮ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥ ❛❝t✐♦♥✬s ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❣❡♥✲
❡r♦s✐t② ✐♥t♦ ❛ ✭r❡❧❛t✐✈❡✮ ✇❡✐❣❤t t❤❛t ✐s ♣✉t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡r✬s ♣❛②♦✛❀ t❤❡
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❦✐♥❞♥❡ss ♦❢ ✕ ♦r ❛❧tr✉✐s♠ ✐♥ ✕ ❛ r❡s♣♦♥s❡ t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡
♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣❛②♦✛ s✉♠✳ ❆ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ✇♦✉❧❞
❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❡❡t ❜♦t❤ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♣♦s❡❞ ❜② ♦✉r ❞❛t❛ ✐s t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧s
❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ♣❧❛②❡rs✬ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✐❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡
♦❢ ❛❧tr✉✐s♠ ♠❡❡ts ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❛r❣❡t✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❣❡♥❡r♦s✐t② ♦❢ t❤❡
♦t❤❡r ♣❧❛②❡r✬s ❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛❦✐♥ t♦ ✇❤❛t ♠♦st ❧❡❣❛❧ s②st❡♠s ❞♦✿ ♠❛t❝❤✐♥❣
♣✉♥✐s❤♠❡♥t t♦ t❤❡ s❡✈❡r✐t② ♦❢ ❛♥ ♦✛❡♥❝❡✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♣❡♥❛❧t② t♦ ❛❧❧ ✐♥❢r✐♥❣❡♠❡♥ts ❛❧✐❦❡✳

■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ✇❛②s t♦ ❛♣♣❧② t❤✐s ✐❞❡❛ t♦ ♦✉r ❣❛♠❡❀ ❤♦✇❡✈❡r✱
♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥ ❛❞❞r❡ss ❜♦t❤ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♣♦s❡❞ ❜② ♦✉r ❞❛t❛✳ ❆s ✐♥ t❤❡
❡❛r❧✐❡r r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s✱ ❛ r❡s♣♦♥❞❡r ✇♦✉❧❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❦✐♥❞♥❡ss ❛❣❛✐♥st t❤❡
❵❢❛✐r♥❡ss✬ ♦r ♥❡✉tr❛❧✐t② ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✭✐♥ ♦✉r ❣❛♠❡✱ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❡q✉❛❧ s♣❧✐t✮✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❣❡♥❡r♦s✐t② t♦ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✐s ❣✐✈❡♥
❜② x/6✳ ❆❢t❡r ❛ r❡❥❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r ✇♦✉❧❞ ❛ss✐❣♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r t❤❡ ❛❜♦✈❡
❢r❛❝t✐♦♥ ✭✐✮ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s ❢❛✐r s❤❛r❡ ♦❢ 6✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ y(x) = 6 · x/6 = x✱
✭✐✐✮ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s ❝❧❛✐♠✱ s♦ t❤❛t y(x) = (12 − x) · x/6✱ ♦r ✭✐✐✐✮ ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡r✬s ❝❧❛✐♠ ❛❢t❡r s❤r✐♥❦✐♥❣ ✐t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤❡ ♦✛❡r ✐s s❤r✉♥❦✱
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②✐❡❧❞✐♥❣ y(x) = κ(12− x) · x/6✳✶✾ ❖♥❧② t❤❡ t❤✐r❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✇♦✉❧❞ ♣r❡❞✐❝t ❛
tr❡❛t♠❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♦✛❡r r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ y(x) ❛s ✇❡ s❡❡ ✐♥ ♦✉r ❞❛t❛✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❞✉❡ t♦ ♦✉r ❡♠♣✐r✐❝❛❧
✜♥❞✐♥❣s✿ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭✐✐✐✮ ♠❛❦❡s ♣r❡❝✐s❡ ♣♦✐♥t✲♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ y t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♥❢♦r♠ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✈❛st
♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ♣❧❛②❡rs ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ❛s ❣r❛❞✉❛❧ r❡❝✐♣r♦❝❛t♦rs ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r
r♦✉♥❞✐♥❣✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ♥♦ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣♦✐♥t✲♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❡q✉❛t❡✱
❛s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡✲❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❣r♦✉♣ ✐s r❛t❤❡r ❧❛r❣❡✳ ■♥ ❧✐❣❤t
♦❢ t❤✐s ❢❛❝t✱ ✐t s❡❡♠s ✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r② t♦ ❝❤♦♦s❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭✐✐✐✮ ❛s ❛ s✉✐t❛❜❧❡
st❡♣ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳

✺✳✷ ●r❛❞✉❛❧ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❈♦① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❞✇❡❧❧ ♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❛②s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦
❞✐s❝✉ss ❛♥ ❡❛r❧✐❡r ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ❡①♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t②
♠♦❞❡❧ ❜② ❈♦① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳✷✵ ❲❡ ❝❧❛✐♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐s✲
❝❡r♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❣❡♥❡r♦s✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦✛❡r ♠❛❞❡ ✐♥ ❜♦t❤ tr❡❛t♠❡♥ts✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❧✐♥❞❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r♦s✐t②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✛❡r x ✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r♦✉s ✇❤❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ ❤✐❣❤✲κ t❤❛♥ ✇❤❡♥
♠❛❞❡ ✐♥ ❧♦✇✲κ✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱

π̂high
r (x) − p̂i

low

r (x) ≥ 0✱ tr✐✈✐❛❧❧② ❤♦❧❞s✕t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r ❝❛♥
♦❜t❛✐♥ ✉♥❞❡r ♦✛❡r x ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ ❜♦t❤ tr❡❛t♠❡♥ts ✭♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ ♦✛❡r ✐ts❡❧❢✮✱
❛♥❞ t❤✉s✱ π̂high

r (x) − π̂low
r (x) = 0✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❛❧s♦

❤♦❧❞s✱ ❛s π̂high
r (x)− π̂low

r (x) > π̂high
p (x)− π̂low

p (x)✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢
t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧s (12 − x

2
) − (12 − x

4
) = −x

4
✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♦♣♣♦r✲

t✉♥✐t② s❡t ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥ ♦✛❡r x ✐♥ ❤✐❣❤✲κ ✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r♦✉s t❤❛♥ t❤❡ s❛♠❡
♦✛❡r ✐♥ ❧♦✇✲κ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✬s ❝♦♥✢✐❝t ♣❛②♦✛
✐s ❧♦✇❡r ❜✉t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r
❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡✇❛r❞❡❞ ❛s ♠✉❝❤ ✐♥ ❤✐❣❤✲κ✳ ■♥ ♦✉r ✈✐❡✇✱ t❤✐s
❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ s❡♥s❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧②✿ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✱ ❛♥②
♦♣t✐♦♥ ♦❢ r❡✇❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r ❛❢t❡r ❛♥ ♦✛❡r t❤❛t ✐s t♦♦ ❧♦✇ t♦ ❜❡ ❛❝❝❡♣t❡❞
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ✭❛t t❤❡ ✈❡r② ❧❡❛st ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♦♣t✐♦♥ ❛s

✶✾❆♥♦t❤❡r ♦♣t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❦✐♥❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♦✛❡r ❛❢t❡r r❡❥❡❝t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s✱
♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ♣❛②♦✛ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❡q✉❛❧ s♣❧✐t❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤❡ ❡q✉❛❧
s♣❧✐t ✐ts❡❧❢ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❦✐♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦✉♥t❡r✐♥t✉✐t✐✈❡✳

✷✵❆ s❡❝♦♥❞ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ♦✉r ❣❛♠❡ ✐❢ ✇❡ st✐❝❦ t♦ ❈♦①
❡t ❛❧✳✬s ❡①♣♦s✐t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② s❡ts ✐♥ ♦✉r ❣❛♠❡ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥✈❡①✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱
♥♦t ♦♣♣♦rt✉♥✐t② s❡ts ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ t❤✐♥❦ ✐t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡
❝♦♥❞✉❝✐✈❡ ♥♦t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡s❡ ❣r♦✉♥❞s✱ ❛s ✐t ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ t♦ t❤✐♥❦
❛❜♦✉t r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❛♥❞ ♦♥❡ t❤❛t ❞❡s❡r✈❡s ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

✷✸



✐♥ t❤❡ ✉r♠ ❣❛♠❡✮✳✷✶ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝♦♥t❡♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡
s✉✣❝✐❡♥t r❡❛s♦♥ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ s❤✐❢t ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ ❤❛rs❤♥❡ss ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t✳✷✷

❍❛✈✐♥❣ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❈♦① ❡t ❛❧✳✬s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r♦s✐t② ❛t ❧❡♥❣t❤✱ ✇❡ ❛r❡
r❡❛❞② t♦ r❡✈✐❡✇ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ s✉❣❣❡st ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐③✐♥❣ ♦✉r ❣r❛❞✉❛❧ r❡❝✐♣r♦❝❛t♦rs ❜② r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ r❡s♣♦♥s❡s
t♦ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② s❡ts ✕ ❛s ♦r❞❡r❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❣❡♥❡r♦s✐t② ✕ t♦ ❜❡
str✐❝t✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡s❡ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐❢
Sx′ ✐s str✐❝t❧② ♠♦r❡ ❣❡♥❡r♦✉s t❤❛♥ Sx′′ ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ✐♥❡q✉❛❧✐t②
✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s str✐❝t✮✱ t❤❡♥ WTP

′

r > WTP
′′

r ∀(πr, πp)✳
✷✸ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

❝❧❛ss ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s t❤❡✐r ❛❧tr✉✐s♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡✈❡r✐t② ♦❢
❛♥ ♦✛❡♥❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✇✐t❤ ✢❛t r❡s♣♦♥s❡ ♣❛tt❡r♥s✱ ♠♦st
♥♦t❛❜❧②✱ ❧✐♥❡❛r✲r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✱ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❢❛❧❧ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r②✳

✺✳✸ ❚❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❖✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s ♠❛② s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡✜♥❡♠❡♥t ♠❛② ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐s ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
❣❡♥❡r♦s✐t②✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ❛❞❥✉st♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✱
t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ t②♣❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s r❡s♣♦♥❞❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛❢t❡r r❡❥❡❝t✐♦♥✲✇♦rt❤② ♦✛❡rs ❡①❤✐❜✐t
❛ str♦♥❣ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜❡♥❡✈♦❧❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ✇❤❛t
❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ t②♣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳✷✹ ■♥ t❤✐s ✈✐❡✇✱ ✇❤❛t ❛♣♣❡❛rs
t♦ ❜❡ ❛ ❧✐♥❡❛r❧②✲r❡❝✐♣r♦❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ ❧♦✇✲κ s✐♠♣❧② ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ❝♦r♥❡r✲s♦❧✉t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s ❜② ❛ ❣r❛❞✉❛❧ r❡❝✐♣r♦❝❛t♦r✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈♦① ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✽✱ ♣✳✸✹✮✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✲❜❡♥❡✈♦❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s ✏s♦♠❡t✐♠❡s ✭✳✳✳✮ ✉s❡❢✉❧✑✳
❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❣✐✈❡s ❛ ❤✐♥t ❛s t♦ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②
✐s ❡ss❡♥t✐❛❧✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈♦① ❡t ❛❧✳✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜❡♥❡✈♦❧❡♥❝❡
s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛rt✐❝✉❧❛t❡❞ ✇❤❡♥ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✳

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦❡r❝✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡

✷✶◆♦t❡ t❤❛t ❛ s✐♠♣❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❣❛♠❡ s✉❝❤ ❛s✱ ❡✳❣✳✱ r❡str✐❝t✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡s t♦ y(x) ≤
E − x+ κ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s✐♠✐❧❛r
❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥❞✉❝t❡❞✳

✷✷❆s str❡ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥♥♦t ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳
✷✸❆❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r r♦✉♥❞✐♥❣ ✭❜✉t ♥♦t ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❡rr♦rs✮✱ t❤✐s ❧❡❛✈❡s ✉s ✇✐t❤ 24 ✭✶✺✮ ❣r❛❞✉❛❧

r❡❝✐♣r♦❝❛t♦rs ✐♥ ❤✐❣❤✲κ ✭❧♦✇✲κ✮❀ ♥♦t ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r r♦✉♥❞✐♥❣✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs
❛r❡ ✾ ✭✽✮✳

✷✹❋♦r ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✲❜❡♥❡✈♦❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ s❡❡ ❈♦① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮❀ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦✉r s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐✲
t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✬s ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss✲t♦✲♣❛② ❢♦r ♣r♦♣♦s❡r ✐♥❝♦♠❡ ✭✇❡❛❦❧②✮ ✐♥❝r❡❛s❡s
✐♥ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✬s ✐♥❝♦♠❡✳ ❲❡ ❛r❡ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❛♥ ❛♥♦♥②♠♦✉s r❡❢❡r❡❡ ❢♦r ♣♦✐♥t✐♥❣ ✉s t♦ t❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳

✷✹



s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❧❛②s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✬s
✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s✳ ❚♦ ❡①❡♠♣❧✐❢② t❤✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t✿ ❛
r❡s♣♦♥❞❡r✬s ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❧♦✇✲κ s❡❡♠s ♠✉❝❤ ❧❡ss ❝♦♠❢♦rt❛❜❧❡ t❤❛♥ ✐♥ ❤✐❣❤✲κ✱
❣✐✈❡♥ ✕ ❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ♦✛❡r t❤❡ s❛♠❡ ✕ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r ✐♥ ❧♦✇✲κ ❤❛s t♦ r❡♥♦✉♥❝❡
❛ ❧❛r❣❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠♦♥❡② t❤❛♥ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r ✐♥ ❤✐❣❤✲κ✳ ❙♦✱ ✇❡ ♠❛② ❡①♣❡❝t
t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r ✐♥ ❧♦✇✲κ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ r❡❧✉❝t❛♥t t♦ r❡❥❡❝t ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✛❡r t❤❛♥
t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r ✐♥ ❤✐❣❤✲κ✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡
♣♦✇❡r❢✉❧ ✐♥ ❧♦✇✲κ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❤✐❣❤✲κ✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥
❧♦✇✲κ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦❡r❝✐✈❡❀ ✐❢ t❤❡ ❝♦❡r❝✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡
s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡rs✬ r❡❛❝t✐♦♥ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✛❡r✱
t❤❡♥ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ t②♣❡ s❤✐❢t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡✿ r❡s♣♦♥❞❡rs ✐♥ ❧♦✇✲κ ❛r❡
❧❡ss ♣r♦♥❡ t♦ r❡❥❡❝t ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✛❡r✱ ❜✉t ✐❢ t❤❡② ❞♦✱ t❤❡② r❡s♣♦♥❞ ♠♦r❡ ❤❛rs❤❧②✳✷✺

❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ♠❛② ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ t❤❡ ♣♦st✉❧❛t❡❞ ❡✛❡❝t ✇♦✉❧❞ ❜❡
t❤❛t r❡s♣♦♥❞❡rs ❞✐s♣❧❛② ❛♥ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ♣r♦♣♦s❡rs ❛❜✉s✐♥❣ t❤❡✐r ♣♦✇❡r✳

■s t❤❡r❡ ❛ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❝♦❡r❝✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❛♥ ♦✛❡r❄ ❆♥ ✐♥✲
t✉✐t✐✈❡ ✇❛② ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲❤✐❣❤❡st ♣♦ss✐❜❧❡
r❡s♣♦♥❞❡r ♣❛②♦✛s✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st✲♣♦ss✐❜❧❡ r❡s♣♦♥✲
❞❡r ♣❛②♦✛✳ ■♥ t❤❡ ❣❛♠❡s ❡①❛♠✐♥❡❞ ❜② ❈♦① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ❝♦❡r❝✐✈❡♥❡ss ✇♦✉❧❞
❛❧✇❛②s ❜❡ ③❡r♦ ❛s t❤❡② r❡q✉✐r❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② s❡ts t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡①❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② s❡ts ❛s ✐♥ ♦✉r ❣❛♠❡✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤✲
❡s✐s ❝❛♥✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥s✳✷✻ ❚♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤✐s
✐❞❡❛ ❢✉❧❧② ❛♥❞ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✐t ✐♥t♦ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞
t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✳

✻ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✉❧t✐♠❛t✉♠ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✭✉r♠ ❣❛♠❡✮
❛s ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥q✉✐r② ✐♥t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❣❛♠❡s ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t✉♠ ❣❛♠❡ ♦r t❤❡ tr✉st
❣❛♠❡✮✱ ✐t ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ✈❡r② ❝❧❡❛r ❛♥❞ ❞✐st✐♥❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥✲

✷✺❖♥❡ ♠❛② ❛r❣✉❡ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡rs ✇❤♦ ♠❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦✛❡r t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r ✐♥ ❧♦✇✲κ
t❤❛♥ ✐♥ ❤✐❣❤✲κ ❞♦ s♦ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡✐r ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ♣r♦♣♦s❡r ❞♦ ♥♦t
❡①♣❧♦✐t t❤❡✐r ♣♦✇❡r❢✉❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t t❤✐s ♥♦♥✲❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❦✐♥❞
❛❝t t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡✇❛r❞❡❞ ✉♥❞❡r ❛ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ ♦✉r ❞❛t❛✿ t❤❡ s❛♠❡ ♦✛❡r ✐s ♣✉♥✐s❤❡❞ ❛s ❤❛rs❤❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❛ ❧❛r❣❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢
♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✐♥ ❧♦✇✲κ✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞✳

✷✻❆ t❤♦✉❣❤t ❡①♣❡r✐♠❡♥t s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥♦♥②♠♦✉s r❡❢❡r❡❡ s✉❣❣❡sts✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ♦✉r
t❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❡r❝✐✈❡♥❡ss ✐s t♦♦ s✐♠♣❧✐st✐❝✿ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ♦✉r ❣❛♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
r❡s♣♦♥❞❡r ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝❝❡♣t✐♥❣✱ r❡❥❡❝t✐♥❣✱ ❛♥❞ ❛ t❤✐r❞ ♦♣t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❛②♦✛s ❛r❡
(E − x, x− ε), ε ≈ 0, ✇♦✉❧❞ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❧❡❛❞ t♦ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❛s ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞❡s♣✐t❡
t❤❡ ❤✉❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦❡r❝✐✈❡♥❡ss s✉❣❣❡st❡❞ ❜② t❤❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳
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❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ ❵❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧✬ ♠♦❞❡❧s ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✱ ♦♥
t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❈♦① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡s ❜♦t❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❞❛t❛ t❤❛t ❢❛❧❧ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡s✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♠♣✐r✐❝❛❧
❛s♣❡❝t ♦❢ ♦✉r st✉❞② ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡s❡ t②♣❡s
✭❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ♦t❤❡rs✱ ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡ t♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✮✳ ❯s✐♥❣ s❡❝♦♥❞✲♠♦✈❡rs✬ r❡✲
s♣♦♥s❡ ♣❛tt❡r♥s✱ ✇❡ ❝❧❛ss✐❢② ♦✉r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ❖✉r ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡✳
▲❡ss t❤❛♥ ✶✵✪ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡rs ✐♥ ♦✉r st✉❞② ❡①❤✐❜✐t ❜❡❤❛✈✐♦✉r t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ♣❛②♦✛✲♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥❀ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✺✪ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞
❛s ✐♥❡q✉✐t②✲❛✈❡rs❡❀ ❵❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧✬ ♠♦❞❡❧s ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛♥♦t❤❡r
✶✼✲✸✽✪✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧s ❞✐s✲
❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♦♥❧② ✹✶✲✻✺✪ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❆❞❞✐♥❣
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❈♦① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ ✽✹✲✾✵✪✳ ❲❡ ❝♦✉♥t
t❤✐s ❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥ t❤❡
q✉❡st ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳

❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✇❤❛t ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ s❤✐❢t ♦❢ ❜❡✲
❤❛✈✐♦✉r ❜❡t✇❡❡♥ tr❡❛t♠❡♥ts t❤❛t ✐s ✉♥❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❵❝♦♥✈❡♥✲
t✐♦♥❛❧✬ ♠♦❞❡❧s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✬s ❝♦♥✢✐❝t
♣❛②♦✛ ❜② ♦♥❡ ❤❛❧❢ ❧❡❛❞s t♦ ❛ str♦♥❣ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♣❧❛②❡rs ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❣r❛❞✉❛❧ r❡❝✐♣r♦❝❛t♦rs❀ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❧✐♥❡❛r✲
r❡❝✐♣r♦❝✐t② t②♣❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t✳ ■t s❡❡♠s ❛s ✐❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥❡ ✜❢t❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t♦ r❡s♣♦♥❞ ✐♥ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②
❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❢♦r t❤✐s s❤✐❢t✳ ❚❤❡ t✇♦ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s t❤❛t s❡❡♠ t♦ ❜❡ ♠♦st ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ t♦ ✉s
❛r❡ ✭✐✮ t❤❛t s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❦✐♥❣ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❧❡❛❞ t♦ ❛ str♦♥❣ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✲
✐♥❣ ❜❡♥❡✈♦❧❡♥❝❡✱ t❤❛t ✐s✱ ♦✛❡♥❞❡❞ ♣❧❛②❡rs✬ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❢♦r ♦✛❡♥❞❡rs✬
✐♥❝♦♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✈❡r② str♦♥❣❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡rs✬ ♦✇♥ ✐♥❝♦♠❡✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❛t t❤❡
❝♦❡r❝✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡s r❡s♣♦♥❞❡rs✬ r❡❛❝t✐♦♥s✿ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡❛r♥✐♥❣s t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❣✐✈❡ ✉♣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡
t♦ ♣✉♥✐s❤✱ t❤❡ ❤❛rs❤❡r ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡✐r r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐❢ ✇❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❞✐s♣❧❛② ❛♥ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛❜✉s❡ ♦❢ ♣♦✇❡r ❜② ♦t❤❡rs✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❛②s✳
■t ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ✉❧t✐♠❛t✉♠ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❛s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ t❤❛t ♣r♦✲
✈✐❞❡s ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ t❤❡ ❤❡t✲
❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❲❡ t❤❡r❡❜② ❡①t❡♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts t❤❛t ❡st✐♠❛t❡ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥ ❞✐❝t❛t♦r
❣❛♠❡s ✭❡✳❣✳✱ ❆♥❞r❡♦♥✐ ✫ ▼✐❧❧❡r✱ ✷✵✵✷✱ ❋✐s♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠♦❞✐✜❡❞
✉❧t✐♠❛t✉♠ ❣❛♠❡s✷✼ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ♦♥ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ ✭❑❛❣❡❧ ✫ ❲♦❧❢❡✱ ✷✵✵✶✱ ❆♥❞r❡♦♥✐ ❡t

✷✼❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s❡❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ✉❧t✐♠❛t✉♠ ❣❛♠❡ ✭❡✳❣✳✱ s❡❡ ❙✉❧❡✐♠❛♥✱
✶✾✾✻✱ ❈❤❛r♥❡ss ✫ ❘❛❜✐♥✱ ✷✵✵✷✮✳
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❛❧✳✱ ✷✵✵✸✱ ●❛rr♦❞✱ ✷✵✵✽✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t✉♠ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❝♦♥✲
✈❡②s ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ ❤♦✇ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s t②♣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s
❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❛s ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡
♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤✐♥ ♦✉r ❣❛♠❡✳

❖✉r ❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❧❛②❡r t②♣❡ t❤❛t ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❧✐tt❧❡ ❛tt❡♥✲
t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s♦ ❢❛r✳ ❚❤✐s ♣❧❛②❡r t②♣❡ ❛✐♠s t♦ ❧❡✈❡❧ t❤❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♦❢
✉♥❦✐♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✉♥❦✐♥❞♥❡ss✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♠❡r❡❧②
r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡✐r ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❝♦sts✱ ❛s
✐♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈♦① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❝❛♥ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤✐s
❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ✢❡①✐❜✐❧✐t② r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐ts ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❲❡ ❞✐s✲
❝✉ss ♦♥❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❛❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣♦✐♥t t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
✇❛②s ♦❢ ❤♦✇ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ ❧✐❣❤t ♦❢
♦✉r ✜♥❞✐♥❣s✳ ❖✉r tr❡❛t♠❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✲
❜❡♥❡✈♦❧❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❥✉st ❛ ❤❡❧♣❢✉❧ ❛✉①✐❧✐❛r② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t
❝❧❡❛r❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ❣❛♠❡s✱ ❜✉t ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ♦❢ ❛♥② t❤❡✲
♦r② ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✕✉♥❧❡ss ✇❡ ❞r❛✇ ♦♥ ❢✉rt❤❡r ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥
s✉❝❤ ❛s ✐ts ❝♦❡r❝✐✈❡♥❡ss✳
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❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆♥❞r❡♦♥✐✱ ❏✳✱ ▼✳ ❈❛st✐❧❧♦ ✫ ❘✳ P❡tr✐❡ ✭✷✵✵✸✮✱ ❲❤❛t ❞♦ ❜❛r❣❛✐♥❡rs✬ ♣r❡❢❡r✲
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♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✺✻✱ ✶✼✸✕✶✽✻✳

❬✹❪ ❇♦❧t♦♥✱ ●✳❊✳ ✫ ❆✳ ❖❝❦❡♥❢❡❧s ✭✷✵✵✵✮✱ ❊❘❈✿ ❆ t❤❡♦r② ♦❢ ❡q✉✐t②✱ r❡❝✐✲
♣r♦❝✐t②✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✾✵✱ ✶✻✻✲✶✾✸✳

❬✺❪ ❈❛♠❡r❡r✱ ❈✳❋✳ ✭✷✵✵✸✮✱ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ●❛♠❡ ❚❤❡♦r②✱ Pr✐♥❝❡t♦♥✿ Pr✐♥❝❡t♦♥
❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❬✻❪ ❈❤❛r♥❡ss✱ ●✳ ✫ ▼✳ ❘❛❜✐♥ ✭✷✵✵✷✮✱ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤
s✐♠♣❧❡ t❡sts✱ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✶✼✱ ✽✶✼✲✽✻✾✳

❬✼❪ ❈♦①✱ ❏✳❈✳ ✫ ❈✳❆✳ ❉❡❝❦ ✭✷✵✵✺✮✱ ❖♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♠♦t✐✈❡s✱
❊❝♦♥♦♠✐❝ ■♥q✉✐r② ✹✸✱ ✻✷✸✲✻✸✺✳

❬✽❪ ❈♦①✱ ❏✳❈✳✱ ❉✳ ❋r✐❡❞♠❛♥ ✫ ❙✳ ●❥❡rst❛❞ ✭✷✵✵✼✮✱ ❆ tr❛❝t❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢
r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❛♥❞ ❢❛✐r♥❡ss✱ ●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r ✺✾✱ ✶✼✲✹✺✳

❬✾❪ ❈♦①✱ ❏✳❈✳✱ ❉✳ ❋r✐❡❞♠❛♥ ✫ ❱✳ ❙❛❞✐r❛❥✱ ❱✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ❘❡✈❡❛❧❡❞ ❆❧tr✉✐s♠✱
❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✼✻✱ ✸✶✲✻✾✳

❬✶✵❪ ❉✉❢✇❡♥❜❡r❣✱ ▼✳ ✫ ●✳ ❑✐r❝❤st❡✐❣❡r ✭✷✵✵✹✮✱ ❆ t❤❡♦r② ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ r❡❝✐✲
♣r♦❝✐t②✱ ●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r ✹✼✱ ✷✻✽✲✷✾✽✳

❬✶✶❪ ❊♥❣❡❧♠❛♥♥✱ ❉✳ ✫ ▼✳ ❙tr♦❜❡❧ ✭✷✵✵✹✮✱ ■♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥✱ ❡✣❝✐❡♥❝②✱
❛♥❞ ♠❛①✐♠✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ s✐♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❆♠❡r✐❝❛♥
❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✾✹✱ ✽✺✼✲✽✻✾✳

❬✶✷❪ ❋❛❧❦✱ ❆✳ ✫ ❯✳ ❋✐s❝❤❜❛❝❤❡r ✭✷✵✵✻✮✱ ❆ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✱ ●❛♠❡s ❛♥❞
❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r ✺✹✱ ✷✾✸✲✸✶✺✳

❬✶✸❪ ❋❛❧❦✱ ❆✳✱ ❊✳ ❋❡❤r ✫ ❯✳ ❋✐s❝❤❜❛❝❤❡r ✭✷✵✵✸✮✱ ❖♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❢❛✐r ❜❡✲
❤❛✈✐♦✉r✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ■♥q✉✐r② ✹✶✱ ✷✵✲✷✻✳

❬✶✹❪ ❋❡❤r✱ ❊✳ ✫ ❑✳▼✳ ❙❝❤♠✐❞t ✭✶✾✾✾✮✱ ❆ t❤❡♦r② ♦❢ ❢❛✐r♥❡ss✱ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ ❛♥❞
❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✶✹✱ ✽✶✼✲✽✻✽✳
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❬✶✺❪ ❋✐s❝❤❜❛❝❤❡r✱ ❯✳ ✭✷✵✵✼✮✱ ③✲❚r❡❡✿ ❩✉r✐❝❤ t♦♦❧❜♦① ❢♦r r❡❛❞②✲♠❛❞❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝
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❬✷✶❪ ▲❡✈✐♥❡✱ ❉✳ ✭✶✾✾✽✮✱ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛❧tr✉✐s♠ ❛♥❞ s♣✐t❡❢✉❧♥❡ss ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱
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❲✐rts❝❤❛❢ts❢♦rs❝❤✉♥❣✱ ❚ü❜✐♥❣❡♥✿ ❏✳❈✳❇✳ ▼♦❤r✱ ✶✸✻✲✶✻✽✳

❬✷✹❪ ❙♦❜❡❧✱ ❏✳ ✭✷✵✵✺✮✱ ■♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❊❝♦♥♦♠✐❝ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ✹✸✱ ✸✾✷✲✹✸✻✳

❬✷✺❪ ❙✉❧❡✐♠❛♥✱ ❘✳ ✭✶✾✾✻✮✱ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❢❛✐r♥❡ss ✐♥ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✉❧t✐♠❛t✉♠
❣❛♠❡✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ Ps②❝❤♦❧♦❣② ✶✼✱ ✺✸✶✲✺✺✹✳

❬✷✻❪ ❚❤ö♥✐✱ ❈✳ ✫ ❙✳ ●ä❝❤t❡r ✭✷✵✵✼✮✱ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts
✐♥ t❤❡ ✇♦r❦♣❧❛❝❡✱ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙t✳●❛❧❧❡♥✳
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❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❙②♠❜♦❧s t❛❜❧❡

❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ ❙②♠❜♦❧s t❛❜❧❡

❱❛r✐❛❜❧❡ ❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥

γ(πc
r) t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✬s ❝♦♥✢✐❝t✲♣❛②♦✛ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ y ❛s ❛

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ πc
r = κx

δ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✬s ❝❤♦✐❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ✭δ = 1✮ ♦r ♥♦t
λ ❛♥ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡
Λ t❤❡ s❡t ♦❢ ✭t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✬s✮ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s
κ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✲♦✛❡r t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r ❦❡❡♣s ❛❢t❡r r❡❥❡❝t✐♦♥
πp t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s ♣❛②♦✛
πr t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✬s ♣❛②♦✛
πc
r t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✬s ✭❝♦♥✢✐❝t✮ ♣❛②♦✛ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❥❡❝t✐♦♥

π̂
(trmt)
i (x) i✬s s✉♣r❡♠✉♠ ♣❛②♦✛ ✐♥ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✬s ❝❤♦✐❝❡ s❡t Sx ✭✐♥ tr❡❛t♠❡♥t

trmt✮
brj ❛ j✲t②♣❡✬s ❜❡st✲r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
E ❛ ♣❛✐r✬s ❡♥❞♦✇♠❡♥t
ur(πr, πp) t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✬s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥
WTPi i✬s ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❢♦r ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ j✬s ♣❛②♦✛
x t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s ♦✛❡r
x(κ) t❤❡ ❧♦✇❡r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞

x(κ) t❤❡ ✉♣♣❡r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞

y ♣r♦♣♦s❡r ♣❛②♦✛ ❛❢t❡r r❡❥❡❝t✐♦♥ ❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r
y(x) t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✬s ♦✛❡r r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
S(x) t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡r✬s ❝❤♦✐❝❡ s❡t ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✲♣❛②♦✛✕r❡s♣♦♥❞❡r✲♣❛②♦✛

s♣❛❝❡ ✭❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② x✮
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❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ■♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ◗✉❡st✐♦♥♥❛✐r❡

■♥str✉❝t✐♦♥s✷✽

❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦r ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✦ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ②♦✉ ✇✐❧❧
♠❛❦❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ②♦✉ ❝❛♥ ❡❛r♥ ♠♦♥❡②✳ ❍♦✇ ♠✉❝❤ ②♦✉ ✇✐❧❧ ❡❛r♥
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ②♦✉r ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ P❧❡❛s❡
r❡❛❞ t❤❡s❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✈❡r② ❝❛r❡❢✉❧❧②✳ ❲❡ ❦✐♥❞❧② ❛s❦ ②♦✉ t♦ r❡❢r❛✐♥ ❢r♦♠
❛♥② ♣✉❜❧✐❝ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ ♦t❤❡r
♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■❢ ②♦✉ ✈✐♦❧❛t❡ t❤✐s r✉❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦
❡①❝❧✉❞❡ ②♦✉ ❢r♦♠ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■❢ ②♦✉ ❤❛✈❡ ❛♥② q✉❡st✐♦♥s✱ ♣❧❡❛s❡ ❝♦♥t❛❝t
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡rs♦♥s r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❀ ❤❡ ♦r s❤❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ t♦ ②♦✉r ♣❧❛❝❡
❛♥❞ ❝❧❛r✐❢② ②♦✉r q✉❡st✐♦♥s✳

❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❛s❦

■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ②♦✉ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♣❡rs♦♥ ✇✐❧❧ ✐♥t❡r❛❝t ♦♥❧② ♦♥❝❡✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r
✉s✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs✱ ♥♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t✳
❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❡rs♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ r❛♥❞♦♠❧②
s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ♣❡rs♦♥ ❆✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❡rs♦♥ ❛s ♣❡rs♦♥ B✳ P❡rs♦♥ A r❡❝❡✐✈❡s ❛♥
❛♠♦✉♥t ♦❢ ✶✷ ❡✉r♦s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r✳ ❖✉t ♦❢ t❤❡s❡ ✶✷ ❡✉r♦s✱ s❤❡ ♦✛❡rs
❛ ♣r♦♣♦s❛❧ t♦ ♣❡rs♦♥ B✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥② ❛♠♦✉♥t ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✷
❡✉r♦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ♠✉st ❜❡ ❛♥ ❛♠♦✉♥t ✐♥ ✇❤♦❧❡ ❡✉r♦s✳ ■❢ ♣❡rs♦♥ B
❛❝❝❡♣ts t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧✱ s❤❡ ❡❛r♥s t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧✳ P❡rs♦♥ A ❡❛r♥s t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡
✶✷ ❡✉r♦s ✭✶✷ ✲ ♣r♦♣♦s❛❧✮✳ ■❢ B r❡❥❡❝ts t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧✱ s❤❡ ❡❛r♥s ❤❛❧❢ ❬❛ q✉❛rt❡r❪
♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡s ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♣❡rs♦♥ A ✇✐❧❧ ❡❛r♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❜❡ ❛♥② ❛♠♦✉♥t ❢r♦♠ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ r❡st ✭❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✷ − ♣r♦♣♦s❛❧✴✷✮
❬✭❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✷ − ♣r♦♣♦s❛❧✴✹✮❪✳

❊①❛♠♣❧❡✿ P❡rs♦♥ A ♣r♦♣♦s❡s ✺ ❡✉r♦s✳ ■❢ ♣❡rs♦♥ B ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧✱
♣❡rs♦♥ A ❡❛r♥s ✼ ❡✉r♦s ✭12 − 5✮✳ ■❢ ♣❡rs♦♥ B r❡❥❡❝ts t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧✱ ♣❡rs♦♥
B ❡❛r♥s ✷✳✺✵ ❡✉r♦s ✭♣r♦♣♦s❛❧✴✷✮ ❬✶✳✷✺ ❡✉r♦s ✭♣r♦♣♦s❛❧✴✹✮❪✳ ❚❤❡♥✱ ♣❡rs♦♥ B
❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❡❛r♥✐♥❣s ♦❢ ♣❡rs♦♥ A✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❛♠♦✉♥t ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✾✳✺✵
✭12− 2.50✮ ❬✵ ❛♥❞ ✶✵✳✼✺ ✭12− 1.25✮❪ ❡✉r♦s✳

✷✽❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ q✉❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❛r❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●❡r♠❛♥ ♦r✐❣✐✲
♥❛❧s t❤❛t ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉♣♦♥ r❡q✉❡st✳ ❚r❡❛t♠❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞
❜② ❜r❛❝❦❡ts✳
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❚❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

❇❡❢♦r❡ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ②♦✉ ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ q✉❡st✐♦♥✲
♥❛✐r❡ ✇❤✐❝❤ ②♦✉ ❤❛✈❡ t♦ ✜❧❧ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❤❡❧♣s ②♦✉ t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❆❢t❡r ❛❧❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❤❛✈❡ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡❞ t❤❡ q✉❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❝♦rr❡❝t❧②✱ ②♦✉ ✇✐❧❧ ❜❡ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ♣❡rs♦♥
A ♦r ♣❡rs♦♥ B✳ ❚❤❡♥✱ ♣❡rs♦♥ A ❤❛s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ s❤❡ ✇✐❧❧ ♦❢✲
❢❡r t♦ ♣❡rs♦♥ B✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ♠✉st ❜❡ ❛♥ ❛♠♦✉♥t ✐♥ ✇❤♦❧❡ ❡✉r♦s✳ ❆t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡✱ ♣❡rs♦♥ B ❤❛s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ❛❝❝❡♣t ♦r t♦ r❡❥❡❝t ❢♦r ❛❧❧
♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦♣♦s❛❧s ✭✵ ❡✉r♦s✱ ✶ ❡✉r♦✱✳✳✳✱ ✶✷ ❡✉r♦s✮✱ ❛♥❞✱ ✐❢ r❡❥❡❝t✐♥❣ ❛♥ ♦✛❡r✱
✇❤✐❝❤ ❛♠♦✉♥t ♣❡rs♦♥ A ✇✐❧❧ ❡❛r♥✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦♣♦s❛❧s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦
♣❡rs♦♥ B ✐♥ r❛♥❞♦♠ ♦r❞❡r✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t ②♦✉ ❝❛♥♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ②♦✉r ❞❡❝✐s✐♦♥
♦♥❝❡ ②♦✉ ❤❛✈❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✐t✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛s❦ ♣❡rs♦♥ B ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣♦s❛❧
s❤❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛s ❢❛✐r ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣♦s❛❧ s❤❡ ❡①♣❡❝ts t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❢r♦♠ ♣❡rs♦♥
A✳ ❲❤❡♥ ❡❛❝❤ ♣❡rs♦♥ B ❤❛s ❞❡❝✐❞❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦♣♦s❛❧s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❧❡❝t
r❛♥❞♦♠❧② ❛♥❞ ❛♥♦♥②♠♦✉s❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❡rs♦♥ A ❛ ♣❡rs♦♥ B✳ P❛②♦✛s ❢♦r ♣❡rs♦♥
A ❛♥❞ ♣❡rs♦♥ B ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ♦❢ ♣❡rs♦♥ A ❛♥❞ ♣❡rs♦♥ B✬s
❞❡❝✐s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦♣♦s❛❧ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s✱ t❤❛t ❡❛❝❤ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♣❡rs♦♥ B ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❛②♦✛s✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥❢♦r♠ ②♦✉ ♦❢ ②♦✉r ♣❛②♦✛ ❛♥❞
❛s❦ ②♦✉ t♦ ❛♥s✇❡r ❛ s❤♦rt s♦❝✐♦✲❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ q✉❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ✭②♦✉r ❛❣❡✱ ②♦✉r
s❡①✱ ❡t❝✳✮✳ ❚❤❡♥ ②♦✉ ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ ②♦✉r ♣❛②♦✛ ♣r✐✈❛t❡❧②❀ ♥♦ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t
✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s❡❡ ✇❤❛t ②♦✉ ❤❛✈❡ ❡❛r♥❡❞✳

◗✉❡st✐♦♥♥❛✐r❡

P❧❡❛s❡ ♠❛r❦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛♥s✇❡rs ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ ❤❡❧♣
②♦✉ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❝♦✉❧❞
❜❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❝♦rr❡❝t ❛♥s✇❡r✱ s♦ t❤❛t ②♦✉ ❤❛✈❡ t♦ ♠❛r❦ ✐♥ t❤♦s❡ ❝❛s❡s
♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❛♥s✇❡r✳

✭✶✮ ❙✉♣♣♦s❡ ♣❡rs♦♥ A ♦✛❡rs ✻ ❡✉r♦s✳ P❡rs♦♥ B r❡❥❡❝ts✳ ❍♦✇ ♠✉❝❤ ❞♦❡s
♣❡rs♦♥ B ❡❛r♥❄

❛✳ ✶ ❬✵✳✺✵❪ ❡✉r♦s

❜✳ ✸ ❬✶✳✺✵❪ ❡✉r♦s

❝✳ ✻ ❡✉r♦s

✭✷✮ ■♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ✭✶✮✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ❞♦❡s
♣❡rs♦♥ B ❝❤♦♦s❡ ♣❡rs♦♥ A✬s ♣❛②♦✛❄

❛✳ ✵ t♦ ✶✷ ❡✉r♦s

✸✷



❜✳ ✵ t♦ ✻ ❡✉r♦s

❝✳ ✵ t♦ ✾ ❬✶✵✳✺❪ ❡✉r♦s

✭✸✮ ❙✉♣♣♦s❡ ♣❡rs♦♥ A ♦✛❡rs ✶✶ ❡✉r♦s✳ P❡rs♦♥ B ❛❝❝❡♣ts✳ ❍♦✇ ♠✉❝❤ ❞♦❡s
♣❡rs♦♥ A ❡❛r♥❄

❛✳ ✶ ❡✉r♦

❜✳ ✺✳✺✵ ❡✉r♦s

❝✳ ✶✶ ❡✉r♦s

✭✹✮ ❙✉♣♣♦s❡ ♣❡rs♦♥ B r❡❝❡✐✈❡s ❛ ♣r♦♣♦s❛❧ ♦❢ ✵ ❡✉r♦s ❛♥❞ r❡❥❡❝ts t❤❡ ♣r♦✲
♣♦s❛❧✳ ❲❤✐❝❤ st❛t❡♠❡♥t ✐s ❝♦rr❡❝t❄

❛✳ P❡rs♦♥ B ❡❛r♥s ✵ ❡✉r♦s✳

❜✳ P❡rs♦♥ B ❡❛r♥s ✵✳✺✵ ❡✉r♦s✳

❝✳ P❡rs♦♥ B ❝❤♦♦s❡s ♣❡rs♦♥ A✬s ❡❛r♥✐♥❣s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✵ t♦ ✻
❡✉r♦s✳

❞✳ P❡rs♦♥ B ❝❤♦♦s❡s ♣❡rs♦♥ A✬s ❡❛r♥✐♥❣s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✵ t♦ ✶✷
❡✉r♦s✳
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❆♣♣❡♥❞✐① ❈ P❛rt✐❝✐♣❛♥ts✬ s♦❝✐♦✲❡❝♦♥♦♠✐❝ ❜❛❝❦✲

❣r♦✉♥❞ ✫ ♦✛❡r ❛♥❞ ♣❛②♦✛ ❞❛t❛

❚❛❜❧❡ ❈✳✷✿ ❙♦❝✐♦✲❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ s✉♠♠❛r② ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts

❆❣❡ ♠❡❛♥✿ ✷✸✳✽ ✭✹✳✶✮ r❛♥❣❡✿ ✶✽✲✺✼
◆✉♠❜❡r ♦❢ s✐❜❧✐♥❣s ♠❡❛♥✿ ✶✳✹✼ ✭✶✳✷✸✮ r❛♥❣❡✿ ✵✲✽
❋❡♠❛❧❡ ✺✵✳✵✪
❲♦r❦ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡† ✷✻✳✾✪
▼❛❥♦r‡ ✵✿ ✼✳✺✪✱ ✶✿ ✸✳✸✪✱ ✷✿ ✶✾✳✸✪✱ ✸✿ ✹✵✳✸✪✱ ✹✿ ✷✾✳✺✪
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡∗ ✶✿ ✶✶✳✺✪✱ ✷✿ ✷✽✳✺✪✱ ✸✿ ✷✹✳✾✪✱ ✹✿ ✸✺✳✶✪

◆♦t❡✿ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s❀ †t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❛s✿ ✏❉♦ ②♦✉ ✇♦r❦ ❢♦r ✶✵
♦r ♠♦r❡ ❤♦✉rs ❛ ✇❡❡❦❄✑❀ ‡❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ✵✿ ♥♦ st✉❞❡♥t✱ ✶✿ ♠❡❞✐❝✐♥❡✱ ✷✿ ❤✉♠❛♥ s❝✐❡♥❝❡✱
✸✿ ♥❛t✉r❛❧ s❝✐❡♥❝❡✱ ✹✿ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝s❀ ∗❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ✶✿ ♥♦✈✐❝❡✱ ✷✿ ❧❡ss
t❤❛♥ ✸ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✸✿ ❧❡ss t❤❛♥ ✻ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✹✿ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❚❛❜❧❡ ❈✳✸✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♣❛②♦✛s ❛♥❞ ♦✛❡rs

❤✐❣❤✲κ ❧♦✇✲κ

Pr♦♣♦s❡r ♣❛②♦✛ ✺✳✺✷ ✭✶✳✾✵✮ ✺✳✹✸ ✭✷✳✻✶✮
❘❡s♣♦♥❞❡r ♣❛②♦✛ ✺✳✷✹ ✭✶✳✺✾✮ ✹✳✹✷ ✭✷✳✵✶✮
❖✛❡rs∗∗ ✺✳✺✼ ✭✶✳✶✹✮ ✹✳✾✶ ✭✶✳✹✸✮
❊①♣❡❝t❡❞ ♦✛❡rs ✺✳✺✺ ✭✶✳✺✶✮ ✺✳✸✼ ✭✶✳✺✵✮
❙t❛t❡❞ ❵❢❛✐r✬ ♦✛❡rs ✻✳✵✸ ✭✵✳✽✾✮ ✺✳✾✹ ✭✵✳✾✺✮

◆♦t❡✿ ❚r❡❛t♠❡♥t ❛✈❡r❛❣❡s✱ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s❀ tr❡❛t♠❡♥t
❞✐✛❡r❡♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ∗❛t α = 0.05✱ ∗∗❛t α = 0.01✱ ∗∗∗❛t α = 0.001✳
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