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❆❜str❛❝t

❲❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts ♦♥ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ❡✛♦rt

❞❡❝✐s✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❲❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts t❤❛t ❞✐❢✲

❢❡r ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥✈❡st♦r r❡♣❛②♠❡♥t ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r ❡♥✲

tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ❡✛♦rt ♣r♦✈✐s✐♦♥✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥✲

tr❛❝t ❜② ❛ r❡♣❛②♠❡♥t✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t r❡❞✉❝❡s ❡✛♦rt ❞✐st♦rt✐♦♥s

❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ▲✐❦❡✇✐s❡ t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♦✉ts✐❞❡ ❡q✉✐t② ❜② ❛ r❡♣❛②♠❡♥t✲

❡q✉✐✈❛❧❡♥t st❛♥❞❛r❞✲❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ♠✐t✐❣❛t❡s ❞✐st♦rt✐♦♥s✳ ❲❡ t❡st ❜♦t❤ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✐♥

t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②✳

❖✉r r❡s✉❧ts r❡✈❡❛❧ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡

❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡② r❡✢❡❝t ✐♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡

♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ s✉♣♣♦rts ❜♦t❤

❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ■❢ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✲s✐❞❡❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ♦✉t❝♦♠❡

✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝ts ❧♦s❡ ✐ts ❛♣♣❡❛❧✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❤✐❞❞❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts✱ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ st❛♥❞❛r❞

❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t✱ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✱ st❛t❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥

❏❊▲ ❝♦❞❡s✿ ❈✾✶✱ ❉✽✷✱ ●✷✶

∗❋✐♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ ▼❛❛str✐❝❤t ❯♥✐✈❡rs✐t② t❤r♦✉❣❤ ▼❊❚❊❖❘ ✐s ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞✳ ❲❡
t❤❛♥❦ P❛✉❧ ❙♠❡❡ts ❛♥❞ ❛✉❞✐❡♥❝❡s ✐♥ ❆❧✐❝❛♥t❡ ✭■▼❊❇❊✷✵✵✽✮✱ ❈❛❧t❡❝❤ ✭❊❙❆✷✵✵✽✮✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ▲✉①❡♠❜♦✉r❣
✭●❢❊❲✷✵✶✵✮✱ ❛♥❞ ▲②♦♥ ✭❊❙❆✷✵✵✽✮ ❢♦r ❤❡❧♣❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ❣r❡❛t❧② ❜❡♥❡✜t❡❞ ❢r♦♠ ❤❡❧♣❢✉❧
s✉❣❣❡st✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥ts ♦❢ ❏♦r❞✐ ❇r❛♥❞ts ❛♥❞ t✇♦ ❛♥♦♥②♠♦✉s r❡✈✐❡✇❡rs✳

†❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✭❆❊✶✮✱ P❖ ❇♦① ✻✶✻✱ ✻✷✵✵ ▼❉ ▼❛❛str✐❝❤t✱ ❚❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✳
‡❍❛✉♣tstr✳ ✾✵✱ ✽✷✽✵ ❑r❡✉③❧✐♥❣❡♥✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✳

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② r❡❛❧✲❧✐❢❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❢❛❝✐♥❣ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ♦❢ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❛

✏♣r♦❥❡❝t✑ t❤❛t ②✐❡❧❞s r✐s❦② r❡t✉r♥s✳ ❈❛s❡s ✐♥ ♣♦✐♥t r❛♥❣❡ ❢r♦♠ st❛rt✐♥❣ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs❤✐♣

t♦ st✉❞❡♥ts ❛✐♠✐♥❣ ❢♦r ❛ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❞❡❣r❡❡✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② ♣r♦❥❡❝t ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ✜①❡❞

s❡t✉♣ ❝♦sts t❤❛t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✬s ♦✇♥❡r✲♠❛♥❛❣❡r ✭❤❡♥❝❡❢♦rt❤

❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✮ ❛♥❞ ❛r❡ ✜♥❛♥❝❡❞ ❜② ♦✉ts✐❞❡ ✐♥✈❡st♦rs✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❢♦r ❧♦❛♥s✱ t❤❡ ♠❛r❦❡t

❢♦r ❡q✉✐t②✱ ♦r ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s✉❜s✐❞② ♣r♦❣r❛♠s✳

❚❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ t❡r♠s ♦❢ r❡♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❢♦r♠ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ♦✉ts✐❞❡

✜♥❛♥❝✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛♥ ❞✐✛❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②❀ ❡✳❣✳✱ ✶✮ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛❣❡♥❝✐❡s s✉❜s✐❞✐③✐♥❣ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞

✇♦r❦❡rs t♦ st❛rt ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs❤✐♣ ♠❛② r❡q✉✐r❡ ♥♦ r❡♣❛②♠❡♥t ❛t ❛❧❧❀ ✷✮ ❛♥ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r

♠❛② t❛❦❡ ♦✉t ❛ ❧♦❛♥ r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡ r❡♣❛②♠❡♥t ♦❢ ❡✐t❤❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛ss❡ts ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❜❛♥❦r✉♣t❝②❀ ✸✮ st✉❞❡♥t ❧♦❛♥ ♣r♦❣r❛♠s ♠❛② ❛s❦ st✉❞❡♥ts t♦

r❡♣❛② ❧❡ss ✐❢ ♠♦r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ t❤❡✐r st✉❞✐❡s t❤❛♥ t❤❡✐r ❢❡❧❧♦✇s❀ ✹✮ ❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡t✉r♥s t♦

❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs❤✐♣ ♠❛② ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ s❤❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ❛♥❞ ✐♥✈❡st♦r✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦s♣❡❝ts ♦❢ ❤✐❣❤❡r r❡t✉r♥s ❜② ❡①❡rt✐♥❣ ♠♦r❡

❡✛♦rt✱ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ②❡t ✉♥❝❡rt❛✐♥ r❡t✉r♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ❛♥❞ ✐♥✈❡st♦r t❤❛t ✐s ✜①❡❞

✐♥ t❤❡ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✬s ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡✳ ❚❤✐s r❛✐s❡s t❤❡

q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥❤❡r❡♥t ✐♥ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts s❤❛♣❡ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧

♦✉t❝♦♠❡✳ ❚❤✐s q✉❡st✐♦♥ ♠❛tt❡rs ❛s ♠✐s❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❢✉♥❞✐♥❣ ♦r s✉❜♦♣t✐♠❛❧

✐♥❝❡♥t✐✈✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss❡s❀ t❤❡ ❧❛tt❡r

❝❛♥ r❡s✉❧t s✐♥❝❡ st❛t✐❝ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❤✐❜✐t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✬s ❣r♦✇t❤ ♦❢ ♣❡r ❝❛♣✐t❛

♦✉t♣✉t ❛s t❤❛t r❡❧✐❡s ♦♥ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡ ✇❤❡r❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤❡

s❡♥s❡ ♦❢ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✱ ❛r❡ ❦❡②✳✶

❚❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ❜② ■♥♥❡s ✭✶✾✾✵✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ t❤♦r♦✉❣❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤♦✇ t❤❡

❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡ ✐s s❤❛♣❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ✜♥❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❤✐❞❞❡♥ ❡✛♦rt ❛♥❞

❧✐♠✐t❡❞ ❧✐❛❜✐❧✐t②✳ ❘❡❝❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✜♥❛♥❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞❡♠♦♥str❛t❡s

t❤❛t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✉♥❞❡r t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❡st✲❤②♣♦t❤❡s✐s ♣❛✐r❡❞ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ r❛t✐♦♥❛❧✲

✐t② ❝❛♥ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ▼❛❧♠❡♥❞✐❡r ❛♥❞

❚❛t❡ ✭✷✵✵✺✮ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❈❊❖ ♦✈❡r❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞✐s✲

t♦rt✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❋♦r❜❡s ✺✵✵ ❈❊❖✬s✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❇❛❦❡r ❛♥❞ ❲✉r❣❧❡r ✭✷✵✶✷✮

❛♥❞ ❇❛❦❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ♣r♦✈✐❞❡ s✉r✈❡②s ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✜♥❛♥❝❡ t❤❛t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s

❜❡t✇❡❡♥ ✐♥✈❡st♦r✲s✐❞❡❞ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡r✲s✐❞❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♦✉r ♣❛♣❡r

✐s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❤♦✇ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r

❛♥❞ t♦ ✐♥q✉✐r❡ ✐♥t♦ t❤❡✐r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧♦❝❛t✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♦✉r

✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ s❝♦♣❡ ❛♥❞ ❡①t❡♥t ♦❢ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✲s✐❞❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❡✛❡❝ts ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣

♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ✜♥❛♥❝❡✳

■♥♥❡s ✭✶✾✾✵✮ s❤♦✇s t❤❛t st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝ts ✐♥❞✉❝❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ❡✛♦rt✱ t❤✉s

❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❧♦ss❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝ts ❝❛♥ ♦✈❡r✲

❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤♦✐❝❡s ✭♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts

✶❙❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❘♦♠❡r ✭✶✾✾✵✮ ❛♥❞ ❆❣❤✐♦♥ ❛♥❞ ❍♦✇✐tt ✭✶✾✾✷✮✳ ❋♦r t❡①t❜♦♦❦ tr❡❛t♠❡♥ts ♦❢ ❣r♦✇t❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱
s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❆❣❤✐♦♥ ❛♥❞ ❍♦✇✐tt ✭✶✾✾✽✮ ❛♥❞ ❇❛rr♦ ❛♥❞ ❙❛❧❛✲✐✲▼❛rt✐♥ ✭✷✵✵✸✮✳

✶



❤②♣♦t❤❡s✐s✮✳ ■❢ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡② ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ ❡✣❝✐❡♥t ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

■♥♥❡s ✭✶✾✾✵✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t st❛♥❞❛r❞✲❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝ts✱ t❤♦✉❣❤ ✐♥❡✣❝✐❡♥t✱ ❛r❡ ♠♦r❡ ❡❢✲

✜❝✐❡♥t t❤❛♥ ❛♥② ♦t❤❡r r❡♣❛②♠❡♥t✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss

♦❢ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝ts ✭♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts✲❤②♣♦t❤❡s✐s✮✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ s❡t ♦✉t

t♦ t❡st ❜♦t❤ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ❋♦r t❡st✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡

❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t t♦ t❤❛t ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t

②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r✳ ❋♦r t❡st✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts

❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t t♦ ❛ r❡♣❛②♠❡♥t✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦✉ts✐❞❡ ❡q✉✐t②

❝♦♥tr❛❝t✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts

✇❡ ❛❧s♦ st✉❞② ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡s ✇✐t❤ ♥♦ r❡♣❛②♠❡♥t ❛s ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳✷ ❆s ❛❧r❡❛❞②

♥♦t❡❞ ❜② ■♥♥❡s ✭✶✾✾✵✱ ♣✳✹✻✮✱ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛r✐s❡ ✇✐t❤ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝ts

✐❢ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❡s ❢❛❝❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ♦❢ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ st❛t❡s✱ ❡✳❣✳✱ ❜② ✐♥✈❡st♦r✲s✐❞❡❞

s❛❜♦t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ♣r♦❥❡❝t ♦r ❜② ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✲s✐❞❡❞ ♦✉ts✐❞❡ ❜♦rr♦✇✐♥❣✳ ❲❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❡st ❛ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t ❛❧s♦ ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞❡r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❤❛t ❛❧❧♦✇s

❢♦r ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ ♦✉ts✐❞❡ ❜♦rr♦✇✐♥❣ ✇❤❡r❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ❝❛♥ ♠✐sr❡♣♦rt r❡t✉r♥ st❛t❡s✳

❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts ❛r❡ t♦♦ s✉❜t❧❡ t♦ ❜❡ ❣r❛s♣❡❞

❜② ✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❡✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ ✜♥❞ ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❡♥✲

tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛❝r♦ss ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ❛❧❧✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞ s❡tt✐♥❣ s✐♥❝❡ ♠❛♥② r❡❛❧✲❧✐❢❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ❛r❡ s✐♠✐❧❛r❧② ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇❤❡♥

r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✜♥❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst✱ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ♦♥❧②✱ t✐♠❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡ ❞✐✛❡r✲

❡♥t✐❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s str♦♥❣❧② ❛ttr❛❝t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❲✐t❤ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠♦✈❡s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❝r♦ss ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts ❛♣♣❧②✳ ❲✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t

❡①♣❡r✐❡♥❝❡✱ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❝r❡❞✐t ♠❛r❦❡ts s✐♥❝❡✱

t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst st✉❞② t❤❛t ✐♥q✉✐r❡s ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❡✛❡❝ts

♦❢ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✲

❝♦♥tr❛❝ts ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉r s❡tt✐♥❣ ✐s ❙❡rr❛✲●❛r❝✐❛ ✭✷✵✶✵✮

t❤❛t ❡①♣❧♦r❡s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝♦❧❧❛t❡r❛❧✳ ❙❤❡ ♦❜s❡r✈❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦❧❧❛t✲

❡r❛❧ ❛♥❞ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ❡✛♦rt ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ st❛♥❞❛r❞ t❤❡♦r②✱ ❡♠❡r❣❡s ♦♥❧② ✐❢ t❤❡

r❡♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇✳ ❖t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ ❝r❡❞✐t ♠❛r❦❡ts

✐♥❝❧✉❞❡ ❇r♦✇♥ ❛♥❞ ❩❡❤♥❞❡r ✭✷✵✵✼✱ ✷✵✶✵✮ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐ss❡♠✐✲

♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❛♥ ❞❡❢❛✉❧ts ♦♥ r❡♣❛②♠❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❋❡❤r ❛♥❞ ❩❡❤♥❞❡r ✭✷✵✵✻✮ st✉❞②✐♥❣ t❤❡

r♦❧❡ ♦❢ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ❝r❡❞✐t ♠❛r❦❡ts✳

❖✉r ✜♥❞✐♥❣s ❛❧s♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞✳✸ ■♥ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐t ✐s

✷❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛❧❧ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❦❡❡♣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡
♣r♦❥❡❝t ❛s ❝❛s❡s ✇✐t❤ ❛ ♥♦✲r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐t r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t ✇❛s ✇r✐tt❡♥❀ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ♣r♦❥❡❝t ✐s ❢✉❧❧② s✉❜s✐❞✐③❡❞ ♦r ✐❢ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ❞♦ ♥♦t r❡❧② ♦♥ ❡①t❡r♥❛❧
✜♥❛♥❝❡ ❛♥❞ s❡❧❢✲✜♥❛♥❝❡ t❤❡✐r ♣r♦❥❡❝ts ✐♥st❡❛❞✳

✸❊✳❣✳✱ ❉❡❏♦♥❣✱ ❋♦rs②t❤❡ ❛♥❞ ▲✉♥❞❤♦❧♠ ✭✶✾✽✺✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ✇✐t❤ ✢❛t
✇❛❣❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝ts✳ ❋❡❤r✱ ❑✐r❝❤st❡✐❣❡r✱ ❛♥❞ ❘✐❡❞❧ ✭✶✾✾✸✮ ❛♥❞ ■r❧❡♥❜✉s❝❤ ❛♥❞ ❙❧✐✇❦❛ ✭✷✵✵✺✮ s❤♦✇
t❤❛t ❛❣❡♥ts✬ ❡✛♦rt ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r♦s✐t② ♦❢ ✢❛t ✇❛❣❡s✳ ❋❡❤r✱ ❑❧❡✐♥✱ ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞t ✭✷✵✵✼✮✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ r❡♣♦rt t❤❛t ❜♦♥✉s ❝♦♥tr❛❝ts ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ✢❛t ✇❛❣❡ ❝♦♥tr❛❝ts ✇❤✐❧❡ ❇r❛♥❞ts ❛♥❞ ❈❤❛r♥❡ss ✭✷✵✵✹✮

✷



♥❛t✉r❛❧ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✲❛❣❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❝❧❛✐♠❛♥t ♦✇♥s t❤❡

♣r♦❥❡❝t ✭♣r✐♥❝✐♣❛❧✮ ❛♥❞✕t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✕r❡q✉✐r❡s s♦♠❡♦♥❡ ❡❧s❡ ✭❛❣❡♥t✮ t♦ ♣r♦✈✐❞❡

❛♥ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥♣✉t ✭❡✛♦rt✮✳ ❖✉r s❡tt✐♥❣✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❞✐❛♠❡tr❛❧

❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❝❧❛✐♠❛♥t ♦✇♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥tr❛❝t ♣❛rt② ❛s t❤❛t

♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥♣✉t ✭❡✛♦rt✮✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♥❛t✉r❛❧ ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣ s✐♥❝❡

t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ♦✇♥s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❛♥❞ ❡①❡❝✉t❡s ✐t✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt② ✭✐♥✈❡st♦r✮ ✐s ♥❡❡❞❡❞

❤❡r❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ✐♥♣✉t

✭❡①t❡r♥❛❧ ❢✉♥❞✐♥❣✮ t❤❛t t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ❧❛❝❦s✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s❡❛r❝❤✱ s❡❝t✐♦♥ ✸ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥✱ s❡❝t✐♦♥ ✹ r❡♣♦rts

♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ s❡❝t✐♦♥ ✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✜rst ♦✉t❧✐♥❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ t❤❛t s❡r✈❡s

❛s t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❜❛s✐❝ str✉❝t✉r❡s

♦❢ r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝ts ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❡✛❡❝ts✳ ❲❡ r❡✈✐❡✇ ❝♦♥tr❛❝t str✉❝t✉r❡s t❤❛t

❛r❡ ❡✐t❤❡r ❢r❡q✉❡♥t❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ r❡❛❧✲❧✐❢❡ ♦r ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦st❧❡ss st❛t❡

✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✲

❝♦♥tr❛❝ts ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ r❡♣❛②✲

♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝ts✳

✷✳✶ ❆ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❢✉♥❞✐♥❣

❚❤❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ■♥♥❡s ✭✶✾✾✵✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧

♣r♦❥❡❝t ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ r❡t✉r♥ Z✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ❣r❡❛t❡r

❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ❡✛♦rt ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ♦✉t❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ r❡t✉r♥s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ n

st❛t❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t r❡t✉r♥ ✐♥ st❛t❡ i ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② zi ≥ 0✳ ❘❡t✉r♥ st❛t❡s ❛r❡ ♥✉♠❜❡r❡❞ ✐♥

❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r✱ ✐✳❡✳ zi < zj ✐❢ i < j✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ st❛t❡ i ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧

❡✛♦rt x ∈ [0, x] ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② pi(x) ≥ 0 ✇❤❡r❡ pi(x) ✐s t✇✐❝❡✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✳ ❋♦r ❛

♣r♦♣❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss✉♠❡
∑

i pi(x) = 1 ❛♥❞
∑

i p
′

i(x) = 0✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❛t

❣r❡❛t❡r ❡✛♦rt ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❤✐❣❤❡r r❡t✉r♥ st❛t❡s t♦ ♦❝❝✉r✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡

♠♦♥♦t♦♥❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ♣r♦♣❡rt② ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ✐❡✳ ❢♦r ❛❧❧ zi < zj ✇❡ ❤❛✈❡ p′i(x)/pi(x) <

p′j(x)/pj(x) ✐♠♣❧②✐♥❣ ∂E[Z|x]/∂x > 0✱ ❝❢✳ ▼✐❧❣r♦♠ ✭✶✾✽✶✮✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ ❛♥ ✐♥t❡r✐♦r s♦❧✉t✐♦♥✱

s✉♣♣♦s❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❡✛♦rt ❞♦❡s ♥♦t ❣r♦✇ t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ ✐✳❡✳ limx→x ∂E[Z|x]/∂x ✐s

✜♥✐t❡✳

❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t r❡q✉✐r❡s st❛rt✲✉♣ ❝♦st Γ > z1✳
✹ ❚❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤

✇❡❛❧t❤ W ✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ✜♥❛♥❝❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ st❛rt t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✐s D ≡ Γ −W ✳

✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡s ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡s✳ ❈♦♥tr❛❝t ❞❡s✐❣♥ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇ t♦
❛❧s♦ ❛✛❡❝t ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞✱ ❡✳❣✳✱ ▲❛③❡❛r ✭✷✵✵✵✮ ✜♥❞s t❤❛t r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✢❛t r❛t❡ ❤♦✉r❧② ♣❛② ❜② ♣✐❡❝❡ r❛t❡s
❢♦r ✇✐♥❞s❤✐❡❧❞ ✐♥st❛❧❧❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇❤✐❧❡ ❙❤❡❛r❡r ✭✷✵✵✹✮ r❡♣♦rts ❛ s✐♠✐❧❛r ❡✛❡❝t ❢♦r ✇♦r❦❡rs
✐♥ tr❡❡✲♣❧❛♥t✐♥❣✳

✹■❢ t❤❡ st❛rt✲✉♣ ❝♦st ✐s ♥♦t ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r♦❥❡❝t r❡t✉r♥ z1✱ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s tr✐✈✐❛❧✳

✸



❙✐♥❝❡ ✇❡ ✐♥q✉✐r❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ♦♥ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✱

D > 0✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❧❡t W = 0✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❧✐♠✐t❡❞

❧✐❛❜✐❧✐t② s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ♣r♦❥❡❝t r❡t✉r♥ ❝♦♥str❛✐♥s r❡♣❛②♠❡♥t ✐♥ ❧♦✇ r❡t✉r♥ st❛t❡s✳

❆ ❢❡❛s✐❜❧❡ r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t ~t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ~t = (t1, t2, ..., tn) s✉❝❤ t❤❛t ti ≤ zi ❞✉❡

t♦ ❧✐♠✐t❡❞ ❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤❡r❡ ti ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡♣❛②♠❡♥t ✐♥ st❛t❡ i✳

❚❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ❛r❡ ❛❞❞✐t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ y ❛♥❞ ❡✛♦rt

❝♦st c(x)

u(x, y) = y − c(x)

✇❤❡r❡ c(0) = 0✱ c′(x) > 0✱ c′′(x) > 0 ❛♥❞ limx→x c
′(x) = ∞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✬s

✐♥❝♦♠❡ ✐♥ st❛t❡ i ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ ♣r♦❥❡❝t r❡t✉r♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t✱

t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✬s ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❝♦♥tr❛❝t ~t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

max
x

EU(x,~t ) =
n∑

i=1

pi(x) (zi − ti)− c(x).

❊①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❜② ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ x̃(~t )✳ ❋♦r ❡❛s❡ ♦❢ ❡①♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❡t c(x) ❜❡ s✉❢✲

✜❝✐❡♥t❧② ❝♦♥❝❛✈❡ t♦ ❛❧✇❛②s ❣✉❛r❛♥t❡❡ str✐❝t ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡

✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠

♦❢ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t②✿✺

n∑

i=1

p′i(x̃) zi = c′(x̃) +
n∑

i=1

p′i(x̃) ti. ✭✶✮

❚❤❡ ▲❍❙ ♦❢ ✭✶✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦❥❡❝t r❡t✉r♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✳ ❚❤❡ ✜rst

t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❘❍❙ ✐s ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛♦rt ❝♦st✳

❚❤❡ ❦❡② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❤♦✇ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥✲

tr❛❝ts ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ ❘❍❙✿ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ❧❡♥❞❡r✱

▼❘(x) ≡
∑

p′i(x) ti✳ ■❢ t❤❡ r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✲

♣❛②♠❡♥t ✈❛♥✐s❤❡s ❢r♦♠ ✭✶✮✱ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ✜♥❞s ✐t ♦♣t✐♠❛❧ t♦ s✉♣♣❧② ✜rst✲❜❡st ❡✛♦rt

x∗ t❤❛t ♣r❡✈❛✐❧s ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ✭ti = 0 ∀i✮❀ ❤❡♥❝❡✱ ❛♥② ✢❛t ❝♦♥tr❛❝t

✭ti = τ ∀i✮ ✐♥❞✉❝❡s ✜rst✲❜❡st ❡✛♦rt✳✻

■❢ t❤❡ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t✱ ❤♦✇✲

❡✈❡r✱ ❞♦❡s ♥♦t s✉♠ ✉♣ t♦ ③❡r♦✱ t❤❡ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t ❞✐st♦rts t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✬s ❡✛♦rt

❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❡✛♦rt ♣r♦✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❧♦ss ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s✉r♣❧✉s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱

t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✬s ♦♣t✐♠❛❧ ❡✛♦rt x̃ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t ❛s t❤❡

✺❉✉❡ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❝♦♥tr❛❝ts ❛♥❞ r❡✈❡♥✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❝♦♥tr❛❝ts
t❤❛t ✐♠♣❧② ❛ str✐❝t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ♥❡t ♦❢ r❡♣❛②♠❡♥t ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ③❡r♦ ❡✛♦rt
✭❡✳❣✳✱ ❛ ❝♦♥tr❛❝t t❤❛t ❛❧✇❛②s r❡q✉✐r❡s ❢✉❧❧ r❡♣❛②♠❡♥t ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st st❛t❡ ✇❤❡r❡ ♥♦ r❡♣❛②♠❡♥t ✐s
r❡q✉✐r❡❞✳✮ ❚❤❡♥✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✮ ❛♥❞ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② s♦❧✉t✐♦♥ ❡♠❡r❣❡s
s✉❝❤ t❤❛t x̃(~t ) = 0✳

✻❘❡❝❛❧❧ t❤❛t
∑

p′i(x) = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇♦✉❧❞ s✉♠ ✉♣ t♦ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss t❤❛♥ ✉♥✐t② ✇✐t❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥s
♦❢ ❡✛♦rt✳

✹



❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ t♦ x̃ = f(▼❘) ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✶✮ s❤♦✇s✿

dx̃

d▼❘
=

1∑n
i=1

p′′i (x̃) zi − c′′(x̃)−▼❘′(x̃)
< 0.

❚❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✬s s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♦ t❤❛t ❛ str✐❝t❧②

♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t ✐♠♣❧✐❡s x̃ < x∗ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❧♦st ❡❝♦♥♦♠✐❝ s✉r♣❧✉s✳

✷✳✷ ❚②♣❡s ♦❢ r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝ts

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts ❛r❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞

r❡♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r✱ t❤❡② ❛r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts✳

❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦✉r ❜❛s✐❝ str✉❝t✉r❡s ♦❢ r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝ts t❤❛t ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ✇❛②

❤♦✇ st❛t❡✲❝♦♥t✐♥❣❡♥t r❡♣❛②♠❡♥ts ✈❛r② ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❥❡❝t r❡t✉r♥s✿ ✢❛t ❝♦♥tr❛❝ts✱ st❛♥❞❛r❞

❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝ts✱ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝ts ✭❤✐❧❧✲s❤❛♣❡❞✮✱ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ ❡q✉✐t②✳ ❲❡ s✐♥❣❧❡ ♦✉t

t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s ❛s t❤❡② ❛r❡ ❡✐t❤❡r ✇✐❞❡❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ r❡❛❧✲❧✐❢❡ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❝♦♥st✐t✉t❡

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t str✉❝t✉r❡ ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡s❡ ❝♦♥tr❛❝t

str✉❝t✉r❡s ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ ❞✐s❝✉ss t❤❡✐r ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✱ ❛♥❞ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✲

❝♦♥tr❛❝ts ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✷✳✷✳✶ ❋❧❛t ❝♦♥tr❛❝ts ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✲r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t

❆ ✢❛t ❝♦♥tr❛❝t ✐s ❢✉❧❧② s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣❛②♠❡♥t τ ≥ 0 t❤❛t t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r r❡♣❛②s

t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ r❡t✉r♥ st❛t❡✱ ❤❡♥❝❡ ti = τ ✳ ■♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣

❢❡❛s✐❜❧❡ ✢❛t ❝♦♥tr❛❝ts s❛t✐s❢② τ ≤ z1 ❞✉❡ t♦ ❧✐♠✐t❡❞ ❧✐❛❜✐❧✐t②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡

✐♥✈❡st♦r ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ✇✐t❤ ❡✛♦rt✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡♣❛②♠❡♥t ✉♥❞❡r ❛♥② ✢❛t ❝♦♥tr❛❝t ✐s ③❡r♦

s♦ t❤❛t✱ tr✐✈✐❛❧❧②✱ ❛♥② ✢❛t ❝♦♥tr❛❝t ✐♥❞✉❝❡s ✜rst✲❜❡st ❡✛♦rt✳ ❲❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② st✉❞② t❤❡

♥♦ r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t ~t◆♦❘❡♣❛② ✇✐t❤ τ = 0 t❤❛t ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ✢❛t ❝♦♥tr❛❝ts✳

✷✳✷✳✷ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t

❆ ✇✐❞❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t t❤❛t ❡ss❡♥t✐❛❧❧② r❡❞✉❝❡s

t❤❡ r❡♣❛②♠❡♥t str✉❝t✉r❡ t♦ ❛ ✢❛t r❡♣❛②♠❡♥t ❝❧❛✐♠ τ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ r❡t✉r♥

st❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ ❜✐♥❞✐♥❣ ❧✐♠✐t❡❞ ❧✐❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ❧❡♥❞❡r ✐s

s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ τ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ♣r♦❥❡❝t r❡t✉r♥ ❢❛❧❧s s❤♦rt ♦✛ t❤❡ ✢❛t r❡♣❛②♠❡♥t

❝❧❛✐♠✳ ❯s✐♥❣ ♦✉r ❝♦♥tr❛❝t ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ~t ❙❉❈ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

t ❙❉❈i =

{
zi ✐❢ zi < τ,

τ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❯♥❞❡r ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t✱ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r s❤❛r❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡♥❞❡r t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢

✐♥❝r❡❛s❡❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦❥❡❝t r❡t✉r♥ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ✇❤✐❧❡ ❜❡❛r✐♥❣ t♦t❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧

❡✛♦rt ❝♦st✳ ❆ ❦❡② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥tr❛❝t ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧

❡①♣❡❝t❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t ✐s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧②

✺



✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ❧❡♥❞❡r ✉♥❞❡r ❛♥② st❛♥❞❛r❞

❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
∑m−1

i=1
pi(x) zi +

∑n
i=m pi(x) τ ✇❤❡r❡ m ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣❛②♦✛

st❛t❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r t♦ ❢✉❧❧② r❡♣❛② t❤❡ ✜①❡❞ ♣❛②♠❡♥t ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t

❝♦♥tr❛❝t✳ ❘❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡✛♦rt

②✐❡❧❞s ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t ❛s

▼❘❙❉❈(x) = zi

n∑

i=1

p′i + (z2 − z1)
n∑

i=2

p′i + . . .+ (zm−1 − zm−2)
n∑

i=m−1

p′i + (τ − zm−1)
n∑

i=m

p′i.

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦♣❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❡q✉❛❧s

③❡r♦✱
∑n

i=1
p′i = 0✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✜rst s✉♠♠❛t✐♦♥ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r s✉♠♠❛t✐♦♥s ❞✐✛❡r

❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐♥ t❤❛t ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❧♦✇ r❡✈❡♥✉❡ st❛t❡s ❛r❡ ♥♦t ♣❛rt ♦❢ t❤❡

s✉♠♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❤✐❣❤❡r ❡✛♦rt r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧♦✇ st❛t❡s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s

t❤❛t ♦❢ ❤✐❣❤ st❛t❡s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ♣❛②♦✛ st❛t❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ s♦ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ♦♠✐tt✐♥❣ t❤❡♠✱ ❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s✉♠♠❛t✐♦♥s ❛r❡ str✐❝t❧② ♣♦s✐✲

t✐✈❡✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t ✉♥❞❡r ❛♥② st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t

✐s ❛❧✇❛②s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡ ✐s

s✉❜♦♣t✐♠❛❧✳

✷✳✷✳✸ ❖♣t✐♠❛❧ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝ts ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts ❤②✲

♣♦t❤❡s✐s

❆❧t❤♦✉❣❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝ts ❛r❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ P❛r❡t♦✲✐♠♣r♦✈✐♥❣

❝♦♥tr❛❝ts t❤❛t ❝❛♥ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥❤❡r❡♥t t♦ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝ts✳ ❚❤❡s❡

❝♦♥tr❛❝ts ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❡♣❛②♠❡♥t str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t

r❡♣❛②♠❡♥t ✐♥ s♦♠❡ ❤✐❣❤❡r✲r❡t✉r♥ st❛t❡s ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ r❡♣❛②♠❡♥t ✐♥ s♦♠❡ ❧♦✇❡r✲r❡t✉r♥

st❛t❡s✳ ❇② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❡♣❛②♠❡♥t ✐♥ ❤✐❣❤✲r❡t✉r♥ st❛t❡s✱ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ❧❡♥❞❡r

✲ ❜❡✐♥❣ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✉♥❞❡r st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝ts ✲ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞

r❡♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ❧❡♥❞❡r ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✜rst✲❜❡st

❡✛♦rt ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❧♦ss ✇✐t❤ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝ts ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✉♥✲

❞❡r st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝ts ❞✉❡ t♦ ❜❡tt❡r ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠❡r✳ ■❢ ❞❡s✐❣♥❡❞

❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝ts ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❧❡❛❞ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r t♦ ❡①❡rt ✜rst✲❜❡st

❡✛♦rt ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❛♥② ❡✣❝✐❡♥❝② ❧♦ss ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✮✳ ❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ✐❧❧✉s✲

tr❛t❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥s t❤r♦✉❣❤ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝ts ✇❤✐❝❤

✇❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ✭◆♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts ❤②♣♦t❤❡s✐s✮

❚❤❡r❡ ❝❛♥ ❡①✐st ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝ts t❤❛t ❛r❡ s✉♣❡r✐♦r t♦ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝ts ✐♥

t❡r♠s ♦❢ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ♣r♦✜t ❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❞✉❡ t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠

✜rst✲❜❡st ❡✛♦rt✳

Pr♦♦❢ ♦♠✐tt❡❞✳

✻



✷✳✷✳✹ ❖✉ts✐❞❡ ❡q✉✐t② ❝♦♥tr❛❝ts ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts ❤②♣♦t❤❡s✐s

❖✉ts✐❞❡ ❡q✉✐t② ❝♦♥tr❛❝ts ❛r❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝ts ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡♣❛②♠❡♥t

t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✐s ❤✐❣❤❡r ✐❢ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✬s r❡✈❡♥✉❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r✱ ti < tj ✐❢ i < j✳

❋♦r ♦✉ts✐❞❡ ❡q✉✐t② ❝♦♥tr❛❝ts✱ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✐♥✈❡st♦r r❡♣❛②♠❡♥t ✐♥ r❡✈❡♥✉❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥

❛♥② st❛t❡✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✐♥✈❡st♦r r❡♣❛②♠❡♥t ❜② σ ∈ (0, 1] ❛♥❞ ❛❧s♦ r❡❢❡r t♦ ✐t ❛s

t❤❡ ❡q✉✐t② s❤❛r❡✳ ❚❤❡♥ ❛♥② ♦✉ts✐❞❡ ❡q✉✐t② ❝♦♥tr❛❝t ~t ❊q✉✐ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

t❊q✉✐i = σ zi (i = 1, ..., n)

❚♦ ♣✐♥ ❞♦✇♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦❢ ♦✉ts✐❞❡ ❡q✉✐t② ❝♦♥tr❛❝ts ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧

❡①♣❡❝t❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t ♦❢ ♦✉ts✐❞❡ ❡q✉✐t② ❝♦♥tr❛❝ts✳ ❇② ▼▲❘P t❤❡r❡ ✐s ❛ st❛t❡ q ∈ {1, ..., n}

s✉❝❤ t❤❛t p′i < 0 < p′j ❛♥❞ p′q ≥ 0 ❢♦r ❛❧❧ i < q < j✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ st❛t❡s ✇✐t❤ ♣r♦❥❡❝t r❡t✉r♥s

❧❛r❣❡r t❤❛♥ zq ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❡✛♦rt ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ st❛t❡s ✇✐t❤ ♣r♦❥❡❝t r❡t✉r♥s

s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ zq ❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss ❧✐❦❡❧②✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t ✉♥❞❡r ♦✉ts✐❞❡

❡q✉✐t②✱ R❊q✉✐ = σ
∑n

k=1
pk(x) zk✱ ❛♥❞ ❣r♦✉♣✐♥❣ t❡r♠s ❜② t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t ✉♥❞❡r ❛♥② ♦✉ts✐❞❡ ❡q✉✐t② ❝♦♥tr❛❝t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

▼❘❊q✉✐(x) = σ ·

[
q−1∑

i=1

p′i zi +
n∑

j=q

p′j zj

]
> 0

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst s✉♠♠❛t✐♦♥ s✉♠s ♦✈❡r str✐❝t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ t❡r♠s ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉♠♠❛t✐♦♥

s✉♠s ♦✈❡r ♣♦s✐t✐✈❡ t❡r♠s✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s s✉♠ ✉♣ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ zk < zm
❢♦r ❛♥② k < m✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉♠♠❛t✐♦♥ str✐❝t❧② ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ✜rst ♦♥❡ s♦ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥ ♦❢

♠❛r❣✐♥❛❧ r❡♣❛②♠❡♥t ✐s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡♣❛②♠❡♥t ♦❢ ❡✐t❤❡r st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ❛♥❞

♦✉ts✐❞❡ ❡q✉✐t② ❝♦♥tr❛❝t ✐s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ s♦ t❤❛t ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥tr❛❝ts ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s

❢♦r s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❡✛♦rt✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❛❞❞r❡ss ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥tr❛❝ts ✐s t❤❡ ❜❡tt❡r ♦♥❡

✐❢ ❜♦t❤ ②✐❡❧❞ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞ ■♥♥❡s ✭✶✾✾✵✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧

r❡s✉❧t t❤❛t ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ✐♥ ♦✉r ❞✐s❝r❡t❡ s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ r❡❝♦r❞ ❛s t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts

❤②♣♦t❤❡s✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ✭▼♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts ❤②♣♦t❤❡s✐s✮

■♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝ts✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞✲❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ❞♦♠✐♥❛t❡s ❛♥② ♦t❤❡r

r❡♣❛②♠❡♥t✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✱ ❡✳❣✳ ♦✉ts✐❞❡ ❡q✉✐t②✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧

♣r♦✜t ❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❞✉❡ t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✜rst✲❜❡st ❡✛♦rt✳

Pr♦♦❢ ♦♠✐tt❡❞✳

✼



✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥

✸✳✶ ▼♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱ tr❡❛t♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝✲

t✐♦♥s

■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷ ✇✐t❤ t❤r❡❡ st❛t❡s ❛♥❞

❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ Pr♦❥❡❝t r❡✈❡♥✉❡s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r st❛t❡s ✶✱ ✷✱

❛♥❞ ✸ t♦ ♦❝❝✉r ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

z1 = 500 ❊❈❯ ✇✐t❤ p1(x) = 0.6− 0.6 x
100

✱

z2 = 9, 000 ❊❈❯ ✇✐t❤ p2(x) = 0.4✱

z3 = 10, 000 ❊❈❯ ✇✐t❤ p3(x) = 0.6 x
100

✱

✇❤❡r❡ ❡✛♦rt x ∈ [0, 100]✳ ❇② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡✛♦rt✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s s❤✐❢t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇ ♣r♦❥❡❝t

r❡t✉r♥ ♦❢ ✺✵✵ ❊❈❯ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r♦❥❡❝t r❡t✉r♥ ♦❢ ✶✵✱✵✵✵ ❊❈❯✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ❜❡✐♥❣ s❤✐❢t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❡①t❡♥t

❛s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡t✉r♥✳

❚❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ❢❛❝❡s ❡✛♦rt ❝♦st c(x) = 0.5 x2✳ ❚❤❡ st❛rt✲✉♣ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t

✐s ✜①❡❞ ❛t Γ = 3, 120 ❊❈❯✳ ❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ❛♥ ♦✉ts✐❞❡ ❧❡♥❞❡r r❡q✉✐r❡s t♦ ✜♥❛♥❝❡ t❤❡

♣r♦❥❡❝t ✐s r = 0.25✳

❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❡✐❣❤t tr❡❛t♠❡♥ts t❤❛t ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ ✐♥t♦ ❢♦✉r ❜❛s✐❝ tr❡❛t♠❡♥ts ❛♥❞ ❢♦✉r

❡①t❡♥s✐♦♥ tr❡❛t♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ tr❡❛t♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❢♦r ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝♦♥tr❛❝t str✉❝t✉r❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✱ t❤❡

st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t✱ t❤❡ ❡q✉✐t② ❝♦♥tr❛❝t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦ r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t✳ ❚❤❡② ❞✐✛❡r

✐♥ t❤❡ r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ tr❡❛t♠❡♥ts s❡r✈❡ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❡①t❡♥❞✐♥❣

t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r s❡❧❡❝t❡❞ ❛s♣❡❝ts ✇✐t❤ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❜❡②♦♥❞

t❤❡ r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t✳

❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❝♦♥❢♦✉♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝ts t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❡♠❡r❣❡ ❢r♦♠ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦r str❛t❡❣✐❝

✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✲❝❤♦✐❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❤❡r❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ s❡t

❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❜② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢

t❤❡ s✉❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❛s♣❡❝t ♦❢ ♦✉r ❞❡s✐❣♥ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❛♥♦♥②♠♦✉s s❡tt✐♥❣

✐♥ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts s✐♥❝❡ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ♦✛❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤

✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❜❛♥❦s ✇❤❡r❡ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s s❡❡♠ ❧❡ss r❡❧❡✈❛♥t✳✼ ❲❡ r❡❢❡r

t♦ tr❡❛t♠❡♥ts ❜② t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❝♦♥tr❛❝t str✉❝t✉r❡ ❛s t❤✐s ✐s t❤❡ ♠❛✐♥

tr❡❛t♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② tr❡❛t♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ tr❡❛t✲

♠❡♥ts✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❝❤♦s❡♥ r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝ts ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❆s ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✇❡ r✉♥ ❛ s❡❧❢✲✜♥❛♥❝✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ✭◆♦❘❡♣❛②✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡✲

♣❛②♠❡♥t ❛t ❛❧❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ st✉❞② t❤r❡❡ st❛♥❞❛r❞✲❞❡❜t✲❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❙❉❈✱

❙❉❈✷✱ ❙❉❈✲❖❙✮✱ t✇♦ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭◆▼❈✱ ◆▼❈✲❘✮✱ ❛♥❞ t✇♦ ❡q✲

✉✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❊◗❯■✱ ❊◗❯■✷✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❦✐♥❞

✼❘❡✐ss ❛♥❞ ❲♦❧✛ ✭✷✵✶✶✮ ❡♥❞♦❣❡♥✐③❡ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝ts ❛♥❞ st✉❞② t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢
s✉❜❥❡❝t✲s❡❧❡❝t❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✛❡❝ts ♦♥ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡✳

✽



♦❢ r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t✳ ❚❛❜❧❡ ✶ s✉♠♠❛r✐③❡s ❛❧❧ r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐❝

tr❡❛t♠❡♥ts ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✷ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❝♦♥tr❛❝ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ tr❡❛t♠❡♥ts✳

❘❡♣❛②♠❡♥t✴❚r❡❛t♠❡♥t ❙❉❈ ◆▼❈ ◆♦❘❡♣❛② ❊◗❯■ ✭✼✷✳✺✪✮

t1 ✭z1❂✺✵✵✮ 500.00 ❊❈❯ 500.00 ❊❈❯ 0.00 ❊❈❯ 362.50 ❊❈❯
t2 ✭z2 = 9000✮ 7, 383.30 ❊❈❯ 9, 000.00 ❊❈❯ 0 ❊❈❯ 6, 525.00 ❊❈❯
t3 ✭z3 = 10000✮ 7, 383.30 ❊❈❯ 500.00 ❊❈❯ 0 ❊❈❯ 7, 250.00 ❊❈❯

❊✛♦rt ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ 15.7 57.0 57.0 15.7
❚♦t❛❧ s✉r♣❧✉s 1, 551.66 ❊❈❯ 2, 404.50 ❊❈❯ 2, 404.50 ❊❈❯ 1, 551.66 ❊❈❯
❊①♣✳ ❘❡♣❛②♠❡♥t 3, 900.00 ❊❈❯ 3, 900.00 ❊❈❯ 0.00 ❊❈❯ 3, 476.30 ❊❈❯
❊♥tr❡♣r❡♥❡✉r✬s ❊❯ 769.93 ❊❈❯ 1, 624.50 ❊❈❯ 2, 404.50 ❊❈❯ 1, 195.35 ❊❈❯
■♥✈❡st♦r✬s ❊❯ 780.00 ❊❈❯ 780.00 ❊❈❯ 0.00 ❊❈❯ 356.20 ❊❈❯

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❘❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝ts ❜② ❜❛s✐❝ tr❡❛t♠❡♥t

❋✐rst✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝ts ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ tr❡❛t♠❡♥ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❚❤❡

r❡q✉✐r❡❞ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ❧❡♥❞❡r✱ (1 + r) Γ✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ st❛t❡✲❝♦♥t✐♥❣❡♥t r❡✲

♣❛②♠❡♥ts ✉♥❞❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ❙❉❈ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t ◆▼❈✳

❚❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥tr❛❝ts ❡❛❝❤ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t ♦❢ ✸✱✾✵✵ ❊❈❯✳ ■♥ ❝♦♥✲

tr❛st✱ t❤❡ st❛t❡✲❝♦♥t✐♥❣❡♥t r❡♣❛②♠❡♥ts ✐♥ tr❡❛t♠❡♥t ❊◗❯■ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡✛♦rt

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡q✉❛❧s t❤❡ ❡✛♦rt ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ✐♥ tr❡❛t♠❡♥t ❙❉❈ ♦❢ ✶✺✳✼✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s

t❤❛t t❤❡ st❛t❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡q✉✐t② s❤❛r❡ ✐s ✼✷✳✺✪✳ ❊✈✐❞❡♥t❧②✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❙❉❈ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐t② ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❊◗❯■ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧♦ss ✐♥ t♦t❛❧ s✉r♣❧✉s ❛♥❞

t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✬s ♣❛②♦✛ ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② s♠❛❧❧❡r✳ ■❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ♦❢ tr❡❛t✲

♠❡♥t ❙❉❈ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡♣❛②♠❡♥t✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t

◆▼❈✱ t♦t❛❧ s✉r♣❧✉s ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ✺✺✪✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✉r♣❧✉s ❛❝❝r✉✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ♠♦r❡

t❤❛♥ ❞♦✉❜❧❡s✳✽

❙❡❝♦♥❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ tr❡❛t♠❡♥ts ❛s ❣✐✈❡♥

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t ✉s❡❞ ✐♥ tr❡❛t♠❡♥t ◆▼❈✲❘ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡

✉s❡❞ ✐♥ tr❡❛t♠❡♥t ◆▼❈✱ ❜✉t ❜♦t❤ tr❡❛t♠❡♥ts ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ✇❛② r❡❛❧✐③❡❞ ♣r♦❥❡❝t r❡t✉r♥

st❛t❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r✐③❡❞ ✐♥✈❡st♦r✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡

r❡♣♦rt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ r❡t✉r♥ st❛t❡ ✐♥ tr❡❛t♠❡♥t ◆▼❈✱ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs t❤❡♠s❡❧✈❡s r❡♣♦rt

t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ r❡t✉r♥ st❛t❡ ✇✐t❤ ♥♦ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ tr❡❛t♠❡♥t ◆▼❈✲❘ ✇❤❡♥ ✐t ♠❛tt❡rs✱ ✐✳❡✳

✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠❡❞✐✉♠ r❡t✉r♥ ♦r ❛ ❤✐❣❤ r❡t✉r♥ st❛t❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ❝❛♥

❢❛❧s❡❧② r❡♣♦rt ❛ ❤✐❣❤ r❡t✉r♥ st❛t❡ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ♠❡❞✐✉♠ r❡t✉r♥ st❛t❡ ✇❛s r❡❛❧✐③❡❞ t♦ ❞❡✲

❝r❡❛s❡ t❤❡ st❛t❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t r❡♣❛②♠❡♥t ❢r♦♠ ✾✱✵✵✵ ❊❈❯ t♦ ✺✵✵ ❊❈❯ ✐♥ ◆▼❈✲❘✳ ❚❤✉s✱ ❛♥

❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ✇✐t❤ s❡❧❢✲r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦♥❡t❛r② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✜♥❞s ✐t ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ❢❛❧s❡❧② r❡♣♦rt

❛ ❤✐❣❤ r❡t✉r♥ st❛t❡ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ♠❡❞✐✉♠ r❡t✉r♥ st❛t❡ ✇❛s r❡❛❧✐③❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡♣❛②♠❡♥t

✐s ❛❧✇❛②s ✺✵✵ ❊❈❯ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ st❛t❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ tr❡❛t♠❡♥t ◆▼❈✲❘

❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r t♦ str♦♥❣❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ t❤❡

✐♥✈❡st♦r ❜② ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ st❛t❡ r❡♣♦rt✐♥❣✳

✽❚❤❡ ❡①❛❝t ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ✺✹✳✾✻✪ ❛♥❞ ✶✶✵✳✾✾✪✳

✾



❚r❡❛t♠❡♥ts ❙❉❈✷ ❛♥❞ ❊◗❯■✷ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡

✐♥✈❡st♦r ✐s t❤❡ s❛♠❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠✐♥✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✵✳✸✽ ❊❈❯ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①✲

♣❡❝t❡❞ r❡♣❛②♠❡♥ts✱ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t ✐t ❛♥❞ r❡❣❛r❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡♣❛②♠❡♥ts ✐♥ ❡✐t❤❡r tr❡❛t♠❡♥t

❛s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ ❜❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛❝t

str✉❝t✉r❡s ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❧❛r❣❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❧♦ss ♦❢ t♦t❛❧ s✉r♣❧✉s ✐♥ ❊◗❯■✷ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❙❉❈✷

t❤❛t ❛❧s♦ r❡✢❡❝ts ✐♥ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❡✛♦rt ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ tr❡❛t♠❡♥t ❙❉❈✲❖❙ ✐s

✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ ❜❛s✐❝ tr❡❛t♠❡♥t ❙❉❈ ❡①❝❡♣t t❤❛t ❙❉❈✲❖❙ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts s✉❜❥❡❝ts✬ ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡

❛s ❛ ♦♥❡✲s❤♦t ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲♣♦✇❡r❡❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ✶✺

r♦✉♥❞s ✇✐t❤ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ tr❡❛t♠❡♥t ❙❉❈ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ❛♥② ♦t❤❡r tr❡❛t♠❡♥t✳

❘❡♣❛②♠❡♥t✴❚r❡❛t♠❡♥t ◆▼❈✲❘ ❙❉❈✷ ❊◗❯■✷ ✭✽✵✪✮ ❙❉❈✲❖❙

t1 ✭z1❂✺✵✵✮ 500.00 ❊❈❯ 500.00 ❊❈❯ 400.00 ❊❈❯ 500.00 ❊❈❯
t2 ✭z2 = 9000✮ 9, 000.00 ❊❈❯ 6, 449.40 ❊❈❯ 7, 200.00 ❊❈❯ 7, 383.30 ❊❈❯
t3 ✭z3 = 10000✮ 500.00 ❊❈❯ 6, 449.40 ❊❈❯ 8, 000.00 ❊❈❯ 7, 383.30 ❊❈❯

❊✛♦rt ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✺✼✳✵ 21.3 11.4 ✶✺✳✼
❚♦t❛❧ s✉r♣❧✉s 2, 404.50 ❊❈❯ 1, 767.38 ❊❈❯ 1, 364.82 ❊❈❯ 1, 551.66 ❊❈❯
❊①♣✳ ❘❡♣❛②♠❡♥t 500.00 ❊❈❯ 3, 640.22 ❊❈❯ ≃ 3, 639.84 ❊❈❯ 3, 900.00 ❊❈❯
❊♥tr❡♣r❡♥❡✉r✬s ❊❯ 5, 024.50 ❊❈❯ 1, 247.16 ❊❈❯ 844.98 ❊❈❯ 769.93 ❊❈❯
■♥✈❡st♦r✬s ❊❯ −2, 620.00 ❊❈❯ 520.22 ❊❈❯ ≃ 519.84 ❊❈❯ 780.00 ❊❈❯

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❘❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝ts ❜② ❡①t❡♥s✐♦♥ tr❡❛t♠❡♥ts

❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② t❤❛t ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ ♦✉r t❤❡♦r②✲❜❛s❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤

❛ss✉♠❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧✐t② ♠❛② ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r✐s❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

s✉❝❤ ❛s ✈❛r✐♦✉s ❞❡❣r❡❡s ♦❢ r✐s❦✲❛✈❡rs✐♦♥✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ❝♦♥❝❡r♥✱ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r✐s❦

✐♥ s✉❜❥❡❝ts✬ ♣❛②♦✛s ❜② ♣❛②✐♥❣ t❤❡♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛②♦✛ ♦✈❡r ✺✵ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❥❡❝ts✱ ✇✐t❤

♦✉t❝♦♠❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞r❛✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❜② ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛②♦✛ r❡❛❧✐③❡❞ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❥❡❝t✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s

s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❑✐r❝❤❦❛♠♣✱ ❘❡✐ss✱ ❛♥❞ ❙❛❞r✐❡❤ ✭✷✵✵✽✮ ✐♥ ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥ s❡tt✐♥❣✳

✸✳✷ Pr♦❝❡❞✉r❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❞❡t❛✐❧s

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ✉s✐♥❣ ③✲tr❡❡ ✭❋✐s❝❤❜❛❝❤❡r✱ ✷✵✵✼✮✳ ❚r❡❛t♠❡♥ts ◆♦❘❡♣❛②✱

❙❉❈✱ ◆▼❈✱ ❛♥❞ ❊◗❯■ ✇❡r❡ r✉♥ ❛t t❤❡ ❊r❢✉rt ▲❛❜♦r❛t♦r② ❢♦r ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s

✭❡▲❛❜✮❛♥❞ tr❡❛t♠❡♥ts ❙❉❈✲❖❙✱ ◆▼❈✲❘✱ ❙❉❈✷✱ ❛♥❞ ❊◗❯■✷ ✇❡r❡ r✉♥ ❛t t❤❡ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧

❛♥❞ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ▲❛❜♦r❛t♦r② ❛t ▼❛❛str✐❝❤t ❯♥✐✈❡rs✐t② ✭❇❊❊❧❛❜✮✳ ❚✇❡❧✈❡

s✉❜❥❡❝ts ✇❡r❡ r❡❝r✉✐t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡ss✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❖❘❙❊❊ ✭●r❡✐♥❡r✱ ✷✵✵✹✮ ❛t ❡✐t❤❡r ❧♦❝❛t✐♦♥

s♦ t❤❛t 8①12 = 96 s✉❜❥❡❝ts ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞②✳ ◆♦ s✉❜❥❡❝t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡❞ ✐♥ ♠♦r❡

t❤❛♥ ♦♥❡ s❡ss✐♦♥✳ ❲❡ r❛♥ ♦♥❡ s❡ss✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ tr❡❛t♠❡♥t✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t✇❡❧✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❡r tr❡❛t♠❡♥t✳

❖♥ t❤❡ ❞❛②✱ s✉❜❥❡❝ts ✇❡r❡ ✇❡❧❝♦♠❡❞ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♣r✐✈❛t❡ ❝❛❜✐♥s✳ ❲r✐tt❡♥

✐♥str✉❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ❤❛♥❞❡❞ t♦ t❤❡♠ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ r❡❛❞ ❛❧♦✉❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r✳ ❙✉❜s❡✲

q✉❡♥t❧②✱ s✉❜❥❡❝ts ❡♥t❡r❡❞ t❤❡✐r ❝✉❜✐❝❧❡s ❛♥❞ ❤❛❞ s♦♠❡ t✐♠❡ t♦ ❣♦ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s

✶✵



❛❣❛✐♥ ❛♥❞ ❛s❦ ❛♥② q✉❡st✐♦♥s t❤❡② ♠✐❣❤t ❤❛✈❡✳ ◗✉❡st✐♦♥s ✇❡r❡ ❛♥s✇❡r❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳

❆♥② r♦✉♥❞ ♣r♦✜t ✇❛s ❛❞❞❡❞ t♦ ❛ s✉❜❥❡❝t✬s ❝❛♣✐t❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛♥② ❧♦ss ✇❛s s✉❜tr❛❝t❡❞✳

❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡ ✇❛s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❊❯❘ ❛♥❞ ♣❛✐❞ t♦ t❤❡

s✉❜❥❡❝t ✐♥ ❝❛s❤✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t s✉❜❥❡❝ts ❣♦ ❜❛♥❦r✉♣t ❜② r❡♣❡❛t❡❞❧② ❝❤♦♦s✐♥❣

❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧s s♦ t❤❛t ❤✐❣❤ ❡✛♦rt ❝♦st t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❧♦ss❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡✳ ❚♦

❛✈♦✐❞ t❤❛t ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ❜✐❛s❡❞ ❜② ❧✐♠✐t❡❞ ❧✐❛❜✐❧✐t② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ❡✈❡r② s✉❜❥❡❝t ✇❛s

❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ♦❢ ✶✷ ✺✵✵ ❊❈❯✳✾ ❚❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❛❧❧♦✇s s✉❜❥❡❝ts t♦ s✉r✈✐✈❡

❛ ❢❡✇ r♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡✛♦rt ♦❢ ✶✵✵ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✛♦rt ❝♦st ♦❢

✺ ✵✵✵ ❊❈❯✳ ❚❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥❢♦r♠❡❞ s✉❜❥❡❝ts t❤❛t t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐❢ t❤❡✐r ❜❛❧❛♥❝❡ ❞r♦♣♣❡❞ ❜❡❧♦✇ ✷✱✺✵✵ ❊❈❯✳✶✵ ❲❡ ❞✐❞ ♥♦t ❡①♣❡❝t t♦ ♦❜s❡r✈❡

❛♥② ❝❛s❡ ♦❢ ❜❛♥❦r✉♣t❝②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛♣♣❡♥❡❞ ♦♥❝❡ ✐♥ tr❡❛t♠❡♥t ❊◗❯■ ✇❤❡r❡ ❛ s✉❜❥❡❝t

✇❛s ❜❛♥❦r✉♣t ✐♥ r♦✉♥❞ ✻ ❛❢t❡r s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧s ♦❢ 90, 85, 100, 100, 95, ❛♥❞ 100 ✐♥

r♦✉♥❞s ✶✲✻✳ ❲❡ r❡♠♦✈❡❞ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✉s❡❞ ❢♦r ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❛s t❤❡

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳

❙✉❜❥❡❝ts ♣❧❛②❡❞ ✶✺ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ❡①❝❡♣t ❢♦r tr❡❛t♠❡♥t ❙❉❈✲❖❙ ✇✐t❤ ❛ s✐♥✲

❣❧❡ r♦✉♥❞ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡r❡ ♣❛✐❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡ss✐♦♥s ❧❛st❡❞ ❢♦r ♦♥❡ ❤♦✉r ♦r ❧❡ss✱ ❛✈❡r❛❣❡ ❡❛r♥✐♥❣s ❜❡✐♥❣ ¤ ✾✳✻✺ ✭≈

❯❙✩ ✶✷✳✺✵✮ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t t❤❡ ❡▲❛❜ ❛♥❞ ¤ ✶✹✳✼✺ ✭≈ ❯❙✩ ✶✾✳✶✶✮ ❛t t❤❡ ❇❊❊❧❛❜✳✶✶

P❛②♠❡♥ts ✇❡r❡ s❡tt❧❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② t♦ ❡♥s✉r❡ s✉❜❥❡❝ts✬ ❛♥♦♥②♠✐t②✳

✸✳✸ ❚❡st❛❜❧❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s

❲❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s t❤❛t ✇❡ t❡st ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❆t t❤❡ ❧❡❛st ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t ❡✛♦rt

❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡

❤②♣♦t❤❡s✐③❡ t❤❛t ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s

♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♦✉r ✜rst ❛♥❞ ♠♦st ❜❛s✐❝ ❤②♣♦t❤❡s✐s✿

❍②♣♦t❤❡s✐s ✶ ❖❜s❡r✈❡❞ ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ s❤❛r❡

t❤❡ ♦r❞✐♥❛❧ r❛♥❦ ❛❝r♦ss ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❛♥❦✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✿

x◆♦❘❡♣❛② ≈ x◆▼❈ > x❙❉❈ ≈ x❊◗❯■✳

❍②♣♦t❤❡s✐s ✶ ✐s ✇❡❛❦ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♦♥❡ t❤❛t ❞✐sr❡❣❛r❞s t❤❡ q✉❛♥t✐✲

t❛t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡✛♦rt ✈❛❧✉❡s

❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♣r❡❞✐❝t ❜❡❤❛✈✐♦r ❛❧s♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ✇❡ str❡♥❣t❤❡♥ t❤❡ ✜rst ❤②♣♦t❤❡s✐s ❜②

❤②♣♦t❤❡s✐③✐♥❣ t❤❛t ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✐♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✿

✾❊①❝❡♣t ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t ◆♦❘❡♣❛② ❛♥❞ ♦♥❡✲s❤♦t tr❡❛t♠❡♥t ❙❉❈✲❖❙ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ r❛t❡s✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ✇❡r❡ s❡t t♦ ✶✵✵ ✵✵✵ ❊❈❯ ❛♥❞ ✸ ✵✵✵ ❊❈❯✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✶✵■♥ tr❡❛t♠❡♥t ◆♦❘❡♣❛② t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✇❛s ✷✵ ✵✵✵ ❊❈❯ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♦♥❡✲s❤♦t tr❡❛t♠❡♥t ❙❉❈✲❖❙
❜❛♥❦r✉♣t❝② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇❡r❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ♥♦t ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳

✶✶❆✈❡r❛❣❡ ❡❛r♥✐♥❣s ✐♥ ▼❛❛str✐❝❤t ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ ❊r❢✉rt ❞✉❡ t♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ tr❡❛t♠❡♥t ◆▼❈✲❘ t❤❛t
❛❧❧♦✇s ❢♦r s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❤✐❣❤❡r ❡❛r♥✐♥❣s ✇✐t❤ ❢❛❧s❡ st❛t❡ r❡♣♦rt✐♥❣✳

✶✶



❍②♣♦t❤❡s✐s ✷❛ ❖❜s❡r✈❡❞ ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛t❝❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♣r❡❞✐❝✲

t✐♦♥s ♦❢ ❡✛♦rt✳

❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐ts ♣❛rs✐♠♦♥②✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✱ t❤❛t ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❛♥② r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❤②✲

♣♦t❤❡s✐s ✷❛ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡✛♦rt ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐t ❤②♣♦t❤❡s✐③❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s

♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✛♦rt t♦ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡✛♦rt ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s

❢♦r s♦♠❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛s t❤❡ ♣♦✐♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❛② ✜t t❤❡ ❞❛t❛

❢♦r s♦♠❡ r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t✳ ❚♦ str❡♥❣t❤❡♥

♦✉r ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r②✬s ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r✱ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✷❜ s✉♣♣♦s❡s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

❡✛♦rt ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝ts ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ tr❡❛t♠❡♥ts ❛t t❤❡ s❛♠❡

t✐♠❡✿

❍②♣♦t❤❡s✐s ✷❜ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡✛♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✮ ❡①♣❧❛✐♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡s ✇❡❧❧ ✐♥

❛❧❧ ❜❛s✐❝ ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳

❚❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝♦♠♣❛r❡s ❛❧❧♦❝❛t✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ♣r♦✜ts ♦❜✲

t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t ◆▼❈ t♦ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t

❙❉❈ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥✈❡st♦r r❡♣❛②♠❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✳

❍②♣♦t❤❡s✐s ✸ ✭◆♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts ❤②♣♦t❤❡s✐s✮ ❆❧❧♦❝❛t✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧

♣r♦✜ts ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ✉♥❞❡r t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t ◆▼❈ t❤❛♥ ✉♥❞❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t

❝♦♥tr❛❝t ❙❉❈✳

■♥♥❡s ✭✶✾✾✵✮ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ❞♦♠✐♥❛t❡s ❛♥② ♦t❤❡r r❡♣❛②♠❡♥t✲

♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝ts✳ ❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤✐s r❡s✉❧t ❛s t❤❡

♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts ❤②♣♦t❤❡s✐s✿

❍②♣♦t❤❡s✐s ✹ ✭▼♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts ❤②♣♦t❤❡s✐s✮ ❊✛♦rt✱ ❛❧❧♦❝❛t✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❛♥❞ ❡♥✲

tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ♣r♦✜ts ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ✉♥❞❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ❙❉❈✷ t❤❛♥ ✉♥❞❡r t❤❡

❡q✉✐t② ❝♦♥tr❛❝t ❊◗❯■✷✳

❚❤❡ s✉❜t❧❡ st❛t❡✲❝♦♥t✐♥❣❡♥❝② ♦❢ r❡♣❛②♠❡♥ts ✉♥❞❡r t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t ✐s ❝r✉✲

❝✐❛❧ ❢♦r ✐ts s✉❝❝❡ss ✐♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ✜rst✲❜❡st ❡✛♦rt✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤✐s ❦❡② ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✲

t✐❝ ♣r♦✈✐❞❡s str♦♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r ♠✐sr❡♣♦rt✐♥❣ st❛t❡s t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ r❡♣❛②♠❡♥t✳ ❚❤✐s

❧❡❛❞s t♦ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♣✲

♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ t❡st ❢♦r t❤❡ ♠✐sr❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡s ✇✐t❤ tr❡❛t♠❡♥t

◆▼❈✲❘ ✇❤❡r❡ s✉❜❥❡❝t ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs t❤❡♠s❡❧✈❡s r❡♣♦rt t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ♦✉t❝♦♠❡s ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣

✐♥✈❡st♦r r❡♣❛②♠❡♥ts ✇✐t❤♦✉t st❛t❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t

t❤❡r❡ ✐s t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ s✉❜❥❡❝ts t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣♦rt t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ♣❛②♦✛ st❛t❡s ✇❤❡♥ ✐t

♠❛tt❡rs t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t s✉❜❥❡❝ts ♠✐sr❡♣r❡s❡♥t st❛t❡s ✐❢ ✐t ✐s t♦

t❤❡✐r ♠♦♥❡t❛r② ❛❞✈❛♥t❛❣❡✿✶✷

✶✷❙❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❋✐s❝❤❜❛❝❤❡r ❛♥❞ ❍❡✉s✐ ✭✷✵✵✽✮✳

✶✷



❍②♣♦t❤❡s✐s ✺ ✭◆♦✲♠✐sr❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✮ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣♦rt❡❞ ♠❡❞✐✉♠ r❡✲

t✉r♥ st❛t❡s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ ♠❡❞✐✉♠ r❡t✉r♥ st❛t❡s✳

■♥ ❧✐❣❤t ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✇❡ ✇✐❧❧ ❛r❣✉❡ t❤❛t ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥❝❡♥✲

t✐✈❡s ♠❛tt❡rs✳ ❊①♣❡r✐❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s ♦✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝❛s❤ ♣❛②♦✛s ♦❢ ♦✉r s✉❜❥❡❝ts ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✜❢t❡❡♥

r♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ❡①♣♦s❡❞ t♦ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥

❛ ❣✐✈❡♥ r♦✉♥❞✳ ❚❤✐s r❛✐s❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐❢ ✐t ✐s ♠✐ss✐♥❣ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ♦r ✐❢ s✉❜❥❡❝ts ❡♠♣❧♦② ❛♥ ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t❛t✐♦♥ str❛t❡❣② t♦ ✜♥❞ t❤❡✐r ✇❛② t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ❝♦♥tr❛❝t

✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❡① ❛♥t❡✳ ❚♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡s ♦❜s❡r✈❡❞

✐♥ ❛ ♦♥❡✲s❤♦t tr❡❛t♠❡♥t ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❡① ❛♥t❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ❝♦♥tr❛❝t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♠❛tt❡rs

t♦ t❤❡ ✜rst✲r♦✉♥❞ ❝❤♦✐❝❡s ✐♥ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠✉❧t✐♣❧❡✲r♦✉♥❞s tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ ❡①♣❡❝t t♦ ✜♥❞

♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✿

❍②♣♦t❤❡s✐s ✻ ✭❊①♣❡r✐❡♥❝❡✲♠❛tt❡rs ❤②♣♦t❤❡s✐s✮ ❊✛♦rt ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡❢✲

❢♦rt ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✉♥❞ ♦✉t ♦❢ ✜❢t❡❡♥ r♦✉♥❞s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ tr❡❛t♠❡♥t ❙❉❈ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦

t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲r♦✉♥❞ tr❡❛t♠❡♥t ❙❉❈✲❖❙✳

✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

❋✐rst ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✲♠❛tt❡rs ❤②♣♦t❤❡✲

s✐s ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ tr❡❛t♠❡♥t ❙❉❈✲❖❙✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s✳

◆❡①t ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✲♠✐sr❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

✹✳✶ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts ♦♥ ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡

▲❡t ✉s ❜❡❣✐♥ ❜② ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡st✐♦♥ ✐❢ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts ❛✛❡❝t ❜❡❤❛✈✐♦r

❛t ❛❧❧ ❛♥❞✱ ✐❢ s♦✱ s❡❡ t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t ✐t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛♥② ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡

♦❜s❡r✈❡❞ ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ ❞❡♣✐❝ts ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ❜② tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ ❜② r♦✉♥❞✳ ❚❤❡

♣❛tt❡r♥s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ♣❛t❤s ❛❝r♦ss t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t t②♣❡s s❤♦✇ t❤❛t ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts

❡♠❜♦❞② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❙tr✐❦✐♥❣❧②✱ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✶ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡

st❛t✐❝s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❡♥t✐r❡❧②✳ ❚❤❡ ♣❛t❤s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt✱ {xt, t = 1, ..., 15}✱

s❡❡♠ s✐♠✐❧❛r ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ s✐♠✐❧❛r✱ x❙❉❈t ≈ x❊◗❯■t ❛♥❞ x◆▼❈t ≈ x◆♦❘❡♣t

❛♥❞ s❡❡♠ t♦ ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❞✐✛❡r✱ x◆▼❈t ✱

x◆♦❘❡♣t > x❙❉❈t ✱ x❊◗❯■t ✳ ❚❤✐s ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❡st✐♥❣ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥

❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ❛♠♦♥❣ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r ❡❛❝❤ r♦✉♥❞✱ ✉s✐♥❣ t✇♦✲

t❛✐❧❡❞ ▼❛♥♥✲❲❤✐t♥❡②✲U ✲t❡sts✱✶✸ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸ ❢♦r ❛ s✉♠♠❛r②✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt t❤❛t ✇❡ ✜♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢

✶✸❲❡ ❛❧s♦ ❝❤❡❝❦❡❞ ❢♦r tr❡❛t♠❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ t✲t❡st ❛♥❞ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✜♥❞ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts✳
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❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❞❡♣✐❝ts ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ♦✈❡r r♦✉♥❞s ✉♥❞❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t
✭❧❡❢t✮✱ t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t ✭s❡❝♦♥❞✲❧❡❢t✮✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡♣❛②♠❡♥t ✭s❡❝♦♥❞✲r✐❣❤t✮✱ ❛♥❞
✉♥❞❡r ♦✉ts✐❞❡ ❡q✉✐t② ✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡✛♦rt ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡✛♦rt ❜② r♦✉♥❞

❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t❡st r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥

❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ✐♥ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ r♦✉♥❞s ❢♦r ❛❧❧ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡♦r② ♣r❡❞✐❝ts ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥

❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r ❛❧❧ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡♦r② ♣r❡❞✐❝ts

t❤❛t ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ❞♦❡s ♥♦t ❞✐✛❡r ❛❝r♦ss ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐♥ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ r♦✉♥❞s

✇❡ ❞♦ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s str♦♥❣ s✉♣♣♦rt ❢♦r ❤②♣♦t❤❡s✐s ✶✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜②

t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♠✉❝❤ r✐❝❤❡r

t❤❛♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡♦r②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ st❛t✐❝ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❙❉❈✱ x❙❉❈ = 15.7✱ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ❝❤❛♥❣❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ♦✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡

♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❙❉❈ ✭❧❡❢t ♣❛♥❡❧✮ s❤♦✇s t❤❛t ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ st❛t✐❝ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t✉r♥s ♦✉t t♦

❜❡ r❛t❤❡r ✉s❡❢✉❧ ❛s ✐t ❛ttr❛❝ts ♦❜s❡r✈❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞

❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ❧❡❛❞s s✉❜❥❡❝ts t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❡✛♦rt ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤

t❤❡♦r② ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❜✉t ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿ ■♥ t❤❡ ✜rst t✇♦

r♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ❞♦❡s ♥♦t ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst✲❜❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ x∗ = 57

✭p > 0.185✮✱ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❙❉❈ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❋♦r ❛❧❧ ♦❢

t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✶✸ r♦✉♥❞s✱ t❤❡ t✲t❡st ✐♥❞✐❝❛t❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt

✶✹



❈♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ◆▼❈ ◆♦❘❡♣❛② ❊◗❯■
❙❉❈ x❙❉❈ < x◆▼❈ x❙❉❈ < x◆♦❘❡♣❛② x❙❉❈ = x❊◗❯■

◆♦✳ ♦❢ s✐❣♥✳ ❞✐✛s✳ ✶✸ (p ≤ 0.026) ✶✷ (p ≤ 0.074) ✸ (p ≤ 0.090)

◆♦✳ ♦❢ ✐♥s✐❣♥✳ ❞✐✛s✳ ✷ (p ≥ 0.229) ✸ (p ≥ 0.191) ✶✷ (p ≥ 0.185)

❘♦✉♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ p = 0.000 p = 0.000 p = 0.268
◆▼❈ x◆▼❈ = x◆♦❘❡♣❛② x◆▼❈ > x❊◗❯■

◆♦✳ ♦❢ s✐❣♥✳ ❞✐✛s✳ ✶ (p = 0.088) ✶✹ (p ≤ 0.025)

◆♦✳ ♦❢ ✐♥s✐❣♥✳ ❞✐✛s✳ ✶✹ (p ≥ 0.133) ✶ (p = 0.829)

❘♦✉♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ p = 0.326 p = 0.000
◆♦❘❡♣❛② x◆♦❘❡♣❛② > x❊◗❯■

◆♦✳ ♦❢ s✐❣♥✳ ❞✐✛s✳ ✶✹ (p ≤ 0.060)

◆♦✳ ♦❢ ✐♥s✐❣♥✳ ❞✐✛s✳ ✶ (p = 0.600)

❘♦✉♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ p = 0.000
❚❤❡ t❛❜❧❡ r❡♣♦rts✱ ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ tr❡❛t♠❡♥ts✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ r♦✉♥❞✇✐s❡ ▼❛♥♥✲❲❤✐t♥❡② U ✲t❡sts✳ ❚❤❡
♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❡✛♦rt ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛✐r❡❞
tr❡❛t♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡✳ ❋♦r ❛♥② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ tr❡❛t♠❡♥ts✱ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ❡✛♦rt ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
♦✉t ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✶✺ r♦✉♥❞✇✐s❡ t❡sts ✐s r❡♣♦rt❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❤✐❣❤❡st ❛♥❞ ❧♦✇❡st p✲✈❛❧✉❡s ✐♥
♣❛r❡♥t❤❡s✐s✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ p✲✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t❡st ♦♥ t❤❡ r♦✉♥❞ ❛✈❡r❛❣❡s ✐s r❡♣♦rt❡❞✳

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ▼❛♥♥✲❲❤✐t♥❡② U ✲t❡sts ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❡✛♦rt ❛❝r♦ss ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❛♥❞ ✜rst✲❜❡st ❡✛♦rt ✭t✇♦✲t❛✐❧❡❞✱ p < 0.075✮✳✶✹ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❡✛♦rt✱ x❙❉❈ = 15.7✱ s❤♦✇s t❤❛t ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ♠♦st❧② ❞✐✛❡rs ❢r♦♠

t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✲t❡st✱ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt

✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ ✐♥ ✻ ♦❢ ✶✺ r♦✉♥❞s ✭t✇♦✲t❛✐❧❡❞✱

p > 0.110✮ t❤❛t ❤❛♣♣❡♥ t♦ ❜❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭r♦✉♥❞s ✶✶✲✶✺ ❛♥❞ r♦✉♥❞ ✾✮✳ ■t

✐❞❡♥t✐✜❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r r♦✉♥❞s ✭p < 0.069✮✳✶✺ ❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣

♦❢ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳

◆❡①t✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ❡q✉✐t② ❝♦♥tr❛❝t ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳ ■t ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✐♥❞✉❝❡

t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡✛♦rt ❛s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t✱ x❊◗ = x❙❉❈ = 15.7✳ ❚❤♦✉❣❤ ❛✈❡r❛❣❡

❡✛♦rt ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ❡q✉✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮ ❡✈♦❧✈❡s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t

♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❉❈ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❧❡❢t ♣❛♥❡❧✮✱ ♦♥❡ s✉❜t❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♣❛t❤s

♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ✐s✱ ♣❡r❤❛♣s✱ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r t♦✇❛r❞s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②

♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ s❡❡♠s s❧✐❣❤t❧② ❢❛st❡r ✉♥❞❡r t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ❡q✉✐t② ❝♦♥tr❛❝t✳ ❚❤✐s ✐s

❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ r♦✉♥❞✇✐s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt t♦ ✐ts ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

s✐♥❝❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢❛❞❡ ❛✇❛② ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❙❉❈ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❊◗❯■

❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ t✲t❡st ✜♥❞s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ r♦✉♥❞s ♦♥❧② ✭t✇♦✲t❛✐❧❡❞✱

p < 0.012 ❢♦r r♦✉♥❞s ✶✲✸ ❛♥❞ p > 0.104 ❢♦r ❛♥② ♦t❤❡r r♦✉♥❞✮✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✜♥❞s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❡✐❣❤t r♦✉♥❞s ✐♥ t❤❡ ❙❉❈ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳✶✻

✶✹❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ s✐❣♥ t❡st r❡✈❡❛❧s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❡❞✐❛♥ ❡✛♦rt ❛♥❞ ✜rst✲❜❡st
❡✛♦rt ✐♥ ✶✵ ♦❢ ✶✺ r♦✉♥❞s ✭t✇♦✲t❛✐❧❡❞✱ p < 0.007✮❀ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✜✈❡ r♦✉♥❞s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭r♦✉♥❞s ✶✲✹ ❛♥❞ ✽✮✱ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✭p > 0.145✮✳
✶✺❚❤❡ s✐❣♥✲t❡st ✜♥❞s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ r♦✉♥❞s ✼✲✶✺ ❛♥❞ r♦✉♥❞ ✸ ✭t✇♦✲t❛✐❧❡❞✱ p > 0.146✮ ❛♥❞

r❡✈❡❛❧s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r r♦✉♥❞s ✭p < 0.039✮✳
✶✻❚❤❡ s✐❣♥ t❡st ✐♥❞✐❝❛t❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ r♦✉♥❞s ✶✲✷ ❛♥❞ r♦✉♥❞ ✼ ✭t✇♦✲t❛✐❧❡❞✱ p < 0.065✮ ✐♥

✶✺



■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♥❞❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ❛♥❞ ✉♥❞❡r

t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ❡q✉✐t② ❝♦♥tr❛❝t✱ t❤❡r❡ ✐s ♥❡✐t❤❡r ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ♥♦r ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♥❞❡r t❤❡

♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t ♦r ✉♥❞❡r t❤❡ ♥♦ r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t✳ ■♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

◆▼❈ ❛♥❞ ◆♦❘❡♣❛②✱ ✜rst✲r♦✉♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢

x◆▼❈ = x◆♦❘❡♣❛② = 57 ❛♥❞ s❡❡♠s t♦ ✢✉❝t✉❛t❡ ✐♥ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ■♥ ❢❛❝t r♦✉♥❞✇✐s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❧❡✈❡❧ ❞♦ ♥♦t

s✉❣❣❡st ❛ s②st❡♠❛t✐❝ tr❡♥❞ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s t❤❛t s❡❡♠

❛r❜✐tr❛r✐❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ❡✐t❤❡r tr❡❛t♠❡♥t✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②

t❤❡ t✲t❡st r❡✈❡❛❧s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ s✐① r♦✉♥❞s ✭✶✲✷✱ ✻✱ ✽✱ ✶✵✱ ❛♥❞ ✶✺✱ p < 0.081✮

✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ◆▼❈ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❢♦✉r r♦✉♥❞s ✭✶ ❛♥❞ ✺✲✼✱ p < 0.099✮ ✐♥

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ◆♦❘❡♣❛②✳✶✼

❘❡s✉❧t ✶✳ ❋✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❡✛♦rt ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐s ❝♦♥✲

s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

✭s✉♣♣♦rt ❢♦r ❤②♣♦t❤❡s✐s ✶✮✳ ❇❡❤❛✈✐♦r ❛❞❥✉sts t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤

r❡♣❡❛t❡❞ ❡①♣♦s✉r❡ t♦ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦✈❡r t✐♠❡ ✭♣❛rt✐❛❧ s✉♣♣♦rt ❢♦r ❤②♣♦t❤❡s✐s ✷❛✮✳

❚♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦❢ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❡✛♦rt

❝❤♦✐❝❡ ♦♥❝❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❜s♦r❜❡❞✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✮ ✇✐t❤ ❞❛t❛

❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ r♦✉♥❞s ✾✲✶✺✳ ■♥ ♦✉r ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡

✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s♦❧✈❡❞ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ❡✛♦rt ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦

x∗ = 57−
6 (t3 − t1)

1 000
. ✭✷✮

❋✐rst✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡✶✽ t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧

xit = β0 + β1 t̃1 + β2 t̃2 + β3 t̃3 + uit ✭✸✮

❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ xit ✐s t❤❡ ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t i ✐♥ r♦✉♥❞ t✱ t̃s ✐s t❤❡ r❡✲

♣❛②♠❡♥t ✐♥ st❛t❡ s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ❊❈❯ ✭✐✳❡✳✱ t̃s = ts/1 000✮✱ ❛♥❞ uit ✐s t❤❡

r❡s✐❞✉❛❧✳ ❚❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣♦s❡ ❛♥② r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡♦r② ♦♥

t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡①♣❧♦r❡ ✐❢ t❤❡

r❡♣❛②♠❡♥t ✐♥ st❛t❡ ✷✱ t2✱ ❛✛❡❝ts ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡ t❤♦✉❣❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ t♦ ❝❤❡❝❦

✐❢ t❤❡ r❡♣❛②♠❡♥ts ✐♥ st❛t❡s ✶ ❛♥❞ ✸ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r s✐♠✐❧❛r❧② str♦♥❣✳

■❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❢✉❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡♦r②✱ t❤❡♥ ✇❡ ❡①♣❡❝t t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❝♦❡❢✲

✜❝✐❡♥ts s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡✛♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✮ ✐s r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✸✮✱ ✐✳❡✳

β̂0 = 57✱ β̂1 = 6✱ β̂2 ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✱ ❛♥❞ β̂3 = −6✳ ❚❛❜❧❡ ✹ ♣r❡s❡♥ts r❡✲

❣r❡ss✐♦♥ r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ❜r♦❛❞❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡♦r②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s r❡♣r♦❞✉❝❡

t❤❡ ❊◗❯■ tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ ✜✈❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst s✐① r♦✉♥❞s ✭p < 0.039 ❢♦r r♦✉♥❞s ✶✲✷ ❛♥❞ ✹✲✻ ❛♥❞ p = 0.146 ❢♦r
r♦✉♥❞ ✺✳✮

✶✼❚❤❡ s✐❣♥ t❡st ✜♥❞s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ r♦✉♥❞s ✹ ❛♥❞ ✶✺ ✭p ≤ 0.039✮ ✐♥ t❤❡ ◆▼❈ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ r♦✉♥❞s ✺ ❛♥❞ ✼ ✭p ≤ 0.039✮ ✐♥ t❤❡ ◆♦❘❡♣❛② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

✶✽❲❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤✐s ❛♥❞ t❤❡ ♥❡①t ♠♦❞❡❧ ❜② ❖▲❙ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs t❛❦❡s
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛❝r♦ss t✐♠❡ ✭❘♦❣❡rs✱ ✶✾✾✸✮✳

✶✻



❝♦❡✣❝✐❡♥t r♦❜✉st σ t p✲✈❛❧✉❡ ✾✺✪ ❝♦♥❢ ✐♥t❡r✈❛❧

■✮ ❯♥r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭✸✮
✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✺✻✳✽✺ ✹✳✽✾✻ ✶✶✳✼✻ ✵✳✵✵✵ ✹✼✳✶✶ ✻✻✳✺✽

t̃1 ✸✹✳✼✹ ✺✷✳✺✽✺ ✵✳✻✻ ✵✳✺✶✷ ✲✼✶✳✶✶ ✶✹✵✳✽✾

t̃2 ✲✶✳✵✾ ✸✳✵✺✽ ✲✵✳✸✻ ✵✳✼✷✸ ✲✼✳✷✺ ✺✳✵✼

t̃3 ✲✺✳✼✺ ✵✳✻✸✹ ✲✾✳✵✻ ✵✳✵✵✵ ✲✼✳✵✷ ✲✹✳✹✼
◆♦✳ ♦❢ ♦❜s✿ ✸✷✾✱ ◆♦✳ ♦❢ ❝❧✉st❡rs✿ ✹✼✱ R2 = 0.4412

■■✮ ❘❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭✹✮
✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✺✾✳✶✾ ✸✳✵✸✽ ✶✾✳✹✽ ✵✳✵✵✵ ✺✸✳✵✼ ✻✺✳✸✵
▼❛r❣✳ ❘❡♣❛②♠❡♥t ✵✳✽✾ ✵✳✵✾✸ ✾✳✻✶ ✵✳✵✵✵ ✵✳✼✶ ✶✳✵✽
◆♦✳ ♦❢ ♦❜s✿ ✸✷✾✱ ◆♦✳ ♦❢ ❝❧✉st❡rs✿ ✹✼✱ R2 = 0.4361

◆♦t❡✿ ❙t❛t❡✲❝♦♥t✐♥❣❡♥t r❡♣❛②♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t̃s = ts/1000✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ❜② ❖▲❙ ✇✐t❤ r♦❜✉st st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ r♦✉♥❞s
✾✲✶✺✳

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮✳

❡ss❡♥t✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡✛♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞

❝♦❡✣❝✐❡♥ts s❛t✐s❢② t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♣r❡❝✐s❡❧② ✐s r❡❥❡❝t❡❞ ❛t ✻✳✵✪✳✶✾

■♥ ♦✉r ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❛r✐s✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ❡♥✲

tr❡♣r❡♥❡✉r ❞❡✈♦t❡s ♦♥❡ ♠♦r❡ ✉♥✐t ♦❢ ❡✛♦rt t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡♣❛②♠❡♥t✱ ✐s

❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❛♥② r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜②

▼❘ =
6 (t3 − t1)

1 000
.

■t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡♣❛②♠❡♥ts ✐♥ st❛t❡s ✶ ❛♥❞ ✸ ♦♥❧②✳ ❈♦♠✲

♣❛r✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡♣❛②♠❡♥t ▼❘ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡✛♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✮ s❤♦✇s t❤❛t ♦♣t✐♠❛❧

❡✛♦rt ✐s s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜② ✜rst✲❜❡st ❡✛♦rt✱ x∗ = 57✱ r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡✲

♣❛②♠❡♥t✳ ❚♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t✬s ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡♣❛②♠❡♥t ♦♥ ❡✛♦rt✱ ✇❡

r❡❣r❡ss ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✛♦rt ♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡♣❛②♠❡♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡str✐❝t❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✿

xit = γ0 − γ1 6 (t̃3 − t̃1) + uit ✭✹✮

■♥ t❤✐s r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥t γ1 ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡♣❛②♠❡♥t ♦♥

❡✛♦rt✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✇❡ ❡①♣❡❝t t♦ ✜♥❞ ♦♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ γ̂1 = 1✳ ❆♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡✱

γ̂1 > 0✱ ✇♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t r❡❞✉❝✐♥❣ ❡✛♦rt ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡

r❡♣❛②♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t t❤❛t r❡q✉✐r❡ ❣r❡❛t❡r r❡♣❛②♠❡♥t ✐❢ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ❡①❡rts ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

❡✛♦rt✳ ■❢ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ γ̂1 > 1✱ t❤❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✛♦rt ✇♦✉❧❞ r❡s♣♦♥❞ ❡①❝❡ss✐✈❡❧②

str♦♥❣ t♦ ❝♦♥tr❛❝t✉❛❧ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡♣❛②♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡

❛ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ✭✇✐t❤ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡♣❛②♠❡♥t✮

❜② ❛ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t ✭✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡♣❛②♠❡♥t✮ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ❡✛♦rt ❜② ❛♥

✶✾❆♥ F ✲t❡st ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❤②♣♦t❤❡s✐s ■✮ β̂0 = 57✱ ■■✮ β̂1 = −β̂3✱ ■■■✮ β̂1 = 6✱ ■❱✮ β̂2 = 0 ✇✐t❤ F4,46 = 2.44
②✐❡❧❞s p = 0.0602✳

✶✼



❛♠♦✉♥t t❤❛t ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✳ ❚❛❜❧❡ ✹ r❡♣♦rts t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡♣❛②♠❡♥t ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠

♦♥❡ ✭t✇♦✲t❛✐❧❡❞ t✲t❡st✱ p = 0.259✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡♣❛②♠❡♥t ❝❛♣t✉r❡s

t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts ♦♥ ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡ ❛s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞✳

❇❡❢♦r❡ ♠♦✈✐♥❣ ♦♥ t♦ st✉❞② t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡

♦✉r r❡s✉❧t ♦♥ ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡✿

❘❡s✉❧t ✷✳ ❖❜s❡r✈❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❧❛r❣❡❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♣r❡❞✐❝✲

t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✮ ♦♥❝❡ s✉✣❝✐❡♥t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s

✭♣❛rt✐❛❧ s✉♣♣♦rt ❢♦r ❤②♣♦t❤❡s✐s ✷❜✮✳

✹✳✷ ❊①♣❡r✐❡♥❝❡✲♠❛tt❡rs ❤②♣♦t❤❡s✐s✿ ❝♦♥tr♦❧ tr❡❛t♠❡♥t ❙❉❈✲❖❙

■♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt t♦✇❛r❞s t❤❡

♦♣t✐♠✉♠ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛s s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t s✉❜❥❡❝ts ♥❡❡❞ t♦ ❛❝✲

q✉✐r❡ s✉✣❝✐❡♥t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❜❡❢♦r❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t❛❦❡ ❡✛❡❝t✳ ❆ s✐♠✐❧❛r

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥ ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ s✉❜❥❡❝ts ✉s❡❞ ❛ tr✐❛❧✲❛♥❞✲❡rr♦r str❛t❡❣② ❢♦r

❝❤♦♦s✐♥❣ ❡✛♦rt✳ ■♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ tr❡❛t♠❡♥ts ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤✐s ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥t❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s r❛t❤❡r ❧♦✇ s✐♥❝❡ ❝❛s❤ ❡❛r♥✐♥❣s

❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ♦❢ ✜❢t❡❡♥ r♦✉♥❞s✳ ❚♦ t❡st t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤✐s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♠✲

♣❛r❡ t❤❡ ✜rst✲r♦✉♥❞ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ✶✺✲r♦✉♥❞s✲tr❡❛t♠❡♥t ❙❉❈ t♦ t❤❡ ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡

s✐♥❣❧❡✲r♦✉♥❞ tr❡❛t♠❡♥t ❙❉❈✲❖❙ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❛s❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦♥❡ ❊❈❯ ✐s r❛✐s❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢

✜❢t❡❡♥ s♦ t❤❛t ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ ❤✐❣❤✲♣♦✇❡r❡❞ ✐♥ ❙❉❈✲❖❙✳

❚r❡❛t♠❡♥t✴❙t❛t✐st✐❝ ❆✈❡r❛❣❡ ▼❡❞✐❛♥ ❙t❞✳ ❉❡✈✳

❙❉❈ ✭✜rst r♦✉♥❞✮ ✻✼✳✼ ✻✽✳✺ ✷✻✳✹✸✸
❙❉❈✲❖❙ ✺✹✳✽ ✺✹✳✺ ✷✼✳✸✵✸

❙❉❈ ❡✛♦rt ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✶✺✳✼

❚❛❜❧❡ ✺✿ ❊✛♦rt ❝❤♦✐❝❡s ✐♥ tr❡❛t♠❡♥t ❙❉❈✲❖❙ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✉♥❞ ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t ❙❉❈✳

❚❛❜❧❡ ✺ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ✐♥ tr❡❛t♠❡♥t ❙❉❈✲❖❙✱ ✺✹✳✽✱ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞

✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✺✳✼✳ ❋♦r♠❛❧ t❡st✐♥❣ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✭t✇♦✲

t❛✐❧❡❞ t✲t❡st✱ p = 0.000❀ t✇♦✲t❛✐❧❡❞ s✐❣♥ t❡st✱ p = 0.006✮✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❞❛t❛

s❤♦✇s t❤❛t ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ✐♥ tr❡❛t♠❡♥t ❙❉❈✲❖❙ ✐s s♦♠❡✇❤❛t s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt

♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✉♥❞ ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t ❙❉❈✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡✐t❤❡r t❤❡ t✲t❡st ♦r t❤❡ ▼❲❯✲t❡st ✭t✇♦✲t❛✐❧❡❞ t✲t❡st✱ p = 0.250❀ t✇♦✲t❛✐❧❡❞

▼❲❯✲t❡st✱ p = 0.203✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t ✇❡ r✉❧❡ ♦✉t t❤❛t s✉❜❥❡❝ts ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ tr✐❛❧✲❛♥❞✲❡rr♦r✲

str❛t❡❣② ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♠❛tt❡rs ✇❤✐❝❤

❝❛♥♥♦t ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② r❛✐s✐♥❣ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ♣r♦♠♦t❡ ❡① ❛♥t❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t

❝♦♥tr❛❝t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳

❘❡s✉❧t ✸✳ ❊✛♦rt ❝❤♦✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ♦♥❡✲s❤♦t✱ ❤✐❣❤✲♣♦✇❡r❡❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s tr❡❛t♠❡♥t ❙❉❈✲❖❙ ❛r❡

✶✽



s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✉♥❞ ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t ❙❉❈ ✭s✉♣♣♦rt ❢♦r ❤②♣♦t❤❡✲

s✐s ✻✮✳

✹✳✸ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② st✉❞✐❡❞

❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts s❡❡♠ ♥♦t t♦ ❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣

♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✜rst✲r♦✉♥❞ ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡s ❛❝r♦ss ❝♦♥tr❛❝t

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s❡❡ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ■t ♠❛② ❜❡ ✉♥s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

✐♥ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❞♦ ♥♦t ✐♥❞✉❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✐♥t ♣r❡✲

❞✐❝t✐♦♥s ♣r❡❝✐s❡❧②✕ ❜✉t ✐t ✐s str✐❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛❝r♦ss ❝♦♥tr❛❝t

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✉♥❞ ❛t ❛❧❧✳ ❚♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤✐s ❛s♣❡❝t ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✜rst✲r♦✉♥❞ ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❡♠♣✐r✐✲

❝❛❧ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ r❛t❤❡r s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢

t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ t❡st ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ✜rst✲

r♦✉♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢❛✐❧s t♦ r❡❥❡❝t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞

❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡s ❛t ❛♥② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✭p ≥ 0.777✮✳

❚❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ✜rst✲r♦✉♥❞ ❡✛♦rt ❜❡❤❛✈✐♦r ❛❝r♦ss t❤❡s❡

❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ✐t s❤♦✉❧❞ ♠❛tt❡r✱ ❡✳❣✳ ❙❉❈ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ◆♦❘❡♣❛②✱ ✐s ✐♠♣♦r✲

t❛♥t✳ ■t s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts ❛r❡ t♦♦ ✇❡❛❦ ♦r t♦♦

s✉❜t❧❡ t♦ ❜❡ ❣r❛s♣❡❞ ❜② ❡① ❛♥t❡ ✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t t❤❛t ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡s ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r

t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦✇❛r❞s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡✈❡❛❧s t❤❛t r❡♣❡❛t❡❞ ❡①✲

♣❡r✐❡♥❝❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❝♦♥tr❛❝t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ t❛❦❡ ❡✛❡❝t✳ ❖♥❧② ❛❢t❡r s✉✣❝✐❡♥t❧②✲r❡♣❡❛t❡❞

❡①♣♦s✉r❡ t♦ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐s ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝✲

t✐♦♥s✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✶ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts✳

❚♦ ❢✉rt❤❡r ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦❢ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts ❛r❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❛♥❞

t♦ s❡❡ ✐❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts ❛✛❡❝ts t❤❡ ✇❛② ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡

t✇♦ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✲

✇❡✐❣❤t❡❞ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭❊❲❆❀ s❡❡ ❈❛♠❡r❡r ❛♥❞ ❍♦✱ ✶✾✾✾✮✱ ❛♥❞ ❛ r❡✐♥❢♦r❝❡✲

♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭❘■❀ ❡✳❣✳✱ ❘♦t❤ ❛♥❞ ❊r❡✈✱ ✶✾✾✺✮✳

✹✳✸✳✶ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❊❲❆ ❛♥❞ ❘■ ♠♦❞❡❧s

❋♦r ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ s❡❡ ❈❛♠❡r❡r ❛♥❞

❍♦ ✭✶✾✾✾✮✱ ❍♦✱ ❳✐♥✱ ❛♥❞ ❈❛♠❡r❡r ✭✷✵✵✽✮✱ ♦r ❋❡r✐✱ ■r❧❡♥❜✉s❝❤✱ ❛♥❞ ❙✉tt❡r ✭✷✵✶✵✮✳ ■♥ ❜r✐❡❢✱

t❤❡ ❊❲❆ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡r✬s ❝❤♦✐❝❡ ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ ❛❝t✐♦♥s✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✬❛ttr❛❝t✐♦♥s✬✱ ✐♥t♦ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❊❲❆ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ Ax
t ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ x ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♣❡r✐♦❞ t✕

❛❢t❡r ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ✭♦r ✐♠❛❣✐♥✐♥❣✮ t❤❡ ♣❛②♦✛ πt(x) ❢r♦♠ ❝❤♦♦s✐♥❣ ✭♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❝❤♦♦s✐♥❣✮

❛❝t✐♦♥ x ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t✕✐s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✐ts ♣❛st ❛ttr❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐ts ♣❛②♦✛✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱

Ax
t =

φNt−1 A
x
t−1 + π̃t(x)

Nt

✶✾
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❡✛♦rt ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✉♥❞ ✭❧❡❢t
♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ✜✈❡ r♦✉♥❞s ✭r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② Nt = φ(1 − κ)Nt−1 + 1 ❛♥❞ t❤❡ ♣❛②♦✛ t♦

❛❝t✐♦♥ x ✐s

π̃t(x) =

{
π(x) ✐❢ x ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ t

δ π(x) ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r φ ❞✐s❝♦✉♥ts ♣❛st ❛ttr❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r κ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

♦❢ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❛s ❡①✲

♣❡r✐❡♥❝❡❞✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❊❲❆ ❛♥❞ ❘■ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❛t ❊❲❆ ❛❧❧♦✇s ❢♦r

❛ttr❛❝t✐♦♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ♣❛②♦✛s ✈✐❛ t❤❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ❛❝t✐♦♥

❜✉t ❛❧s♦ t❤r♦✉❣❤ ✐♠❛❣✐♥✐♥❣ ♣❛②♦✛s t♦ ✉♥❝❤♦s❡♥ ❛❝t✐♦♥s✳ ■t ❝❛♣t✉r❡s ❛♥② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r✲

❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣❛②♦✛ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐ts ✐♠❛❣✐♥❛t✐♦♥ ❜② ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣ ✐♠❛❣✐♥❡❞

♣❛②♦✛s ❛t δ✳

❋♦r ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ttr❛❝t✐♦♥s ✐♥t♦ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ ❢♦r♠ s♦ t❤❛t t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ x ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t+ 1 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Prxt+1 =
eλAx

t

∑m
a=1

eλAa

t

✇❤❡r❡ m ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❝❤♦✐❝❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❛ttr❛❝t✐♦♥s✳ ❊✳❣✳✱ t❤❡r❡ ❡♠❡r❣❡s r❛♥❞♦♠ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r λ = 0 ❛♥❞ ✇✐t❤ ✐♥✲

❝r❡❛s✐♥❣ λ ❝❤♦✐❝❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ♣❛②♦✛✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡✳

❇❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❊❲❆ t♦ ♦✉r s❡tt✐♥❣ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t✇♦ ♦❜st❛❝❧❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡

✷✵



❝❤♦✐❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ♦✉r ✐♥t❡r❡st✱ ❡✛♦rt✱ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇❤✐❧❡ ❊❲❆ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣

❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡✳ ❲❡ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡ ❜② ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ t❤❡ ❡✛♦rt s♣❛❝❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦

❈❛♣r❛✱ ●♦❡r❡❡✱ ●♦♠❡③✱ ❛♥❞ ❍♦❧t ✭✶✾✾✾✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ r♦✉♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✛♦rt t♦ t❤❡

♥❡❛r❡st ✐♥t❡❣❡r s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ m = 101 ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❡✛♦rt s♣❛❝❡ ✐s

④✵✱ ✶✱✳✳✳✱ ✶✵✵⑥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✉♥❧✐❦❡ ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥t②✱ ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣ ♣❛②♦✛

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞✉❡ t♦ ✉♥❦♥♦✇♥ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❥❡❝t ♦✉t❝♦♠❡s

t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ r❡s✉❧t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥② ✉♥❝❤♦s❡♥ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧✿ ♦✉r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛r❡ ✐♥❢♦r♠❡❞

❛❜♦✉t t❤❡✐r ❛❝t✉❛❧ ♣❛②♦✛s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s❡t ♦❢ ♣r♦❥❡❝t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝❤♦s❡♥

❡✛♦rt ❧❡✈❡❧s✱ ❜✉t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡ ♣❛②♦✛s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡♠❡r❣❡❞ ❢♦r ❛♥② ✉♥❝❤♦s❡♥

❡✛♦rt ❧❡✈❡❧✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍♦✱ ❲❛♥❣✱ ❛♥❞ ❈❛♠❡r❡r ✭✷✵✵✽✮ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛②♦✛ ❜②

t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r❣♦♥❡ ♣❛②♦✛s ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❝❤♦s❡♥ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ ✇❤✐❝❤

✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✳✷✵ ❋♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ ✇❡ ❛❧s♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣❛②♦✛ ❜②

t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡ t❤✐s ✐s ❛

♠✐♥♦r ❝❤❛♥❣❡ ❛s t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✬s ♣❛②♦✛ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛②♦✛ ♦✈❡r

✺✵ ♣r♦❥❡❝t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳✷✶

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❛♠❡r❡r ✭✷✵✵✸✮ ❛♥❞ ❍♦✱ ❈❛♠❡r❡r✱ ❛♥❞ ❈❤♦♥❣ ✭✷✵✵✼✮ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ r❡str✐❝✲

t✐♦♥ N0 = 1✳ ❋♦r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❛ttr❛❝t✐♦♥✱ Ax
0 ✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❍♦✱

❲❛♥❣✱ ❛♥❞ ❈❛♠❡r❡r ✭✷✵✵✽✱ ❢♥ ✶✻✮✱ ❛❧s♦ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❋❡r✐✱ ■r❧❡♥❜✉s❝❤✱ ❛♥❞ ❙✉tt❡r ✭✷✵✶✵✮✱ t♦

❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡♠ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✷✷ ✐♠♣❧② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

r❡❧❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❲❤❡♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡

❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✜rst✲r♦✉♥❞ ❞❛t❛ ✇❡ ♣♦♦❧ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝r♦ss ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s

✜rst✲r♦✉♥❞ ❝❤♦✐❝❡s ❞♦ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥

s❛t✐s❢② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠ (j = 1, ...,m)✿

Aj
0 −

1

m

∑

j

Aj
0 =

1

λ
ln(f̃ j)

✇❤❡r❡ f̃ j = f j/Πkf
k)1/m ❛♥❞ f j ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ j ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✉♥❞✳

❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❊❲❆ ♠♦❞❡❧✳

❋♦r t❤❛t ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s δ = 0✱ s♦ t❤❛t ♥♦♥✲❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ♣❛②♦✛s ❞♦ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡

❛ttr❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ κ = 1✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♥t ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❝❤♦✐❝❡s ✐s ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡

r❡str✐❝t✐♦♥s ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s s✐♠♣❧✐❢② t♦ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❘■ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤

❣r❛❞✉❛❧ ❢♦r❣❡tt✐♥❣ ❛s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❘♦t❤ ❛♥❞ ❊r❡✈ ✭✶✾✾✺✮✳ ❯♥❧✐❦❡ ❘♦t❤ ❛♥❞ ❊r❡✈ ✭✶✾✾✺✮

✇❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ ❢♦r♠ ❢♦r ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡✈❡❧s ✐♥t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳✷✸

✷✵❍♦✱ ❲❛♥❣✱ ❛♥❞ ❈❛♠❡r❡r ✭✷✵✵✽✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❊❲❆ t♦ ♣❛rt✐❛❧ ♣❛②♦✛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧②
✐t t♦ ❝❡♥t✐♣❡❞❡ ❣❛♠❡ ❞❛t❛✳

✷✶■♥ ❡❛❝❤ tr❡❛t♠❡♥t✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧ ♣❛②♦✛ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✵✳✺✪ ♦❢
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳

✷✷■t ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✜rst✲r♦✉♥❞ ❝❤♦✐❝❡s s✐♥❝❡
s♦♠❡ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧s ✇❡r❡ ♥♦t ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ✐t ✐s ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧
❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str❛t❡❣② s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ③❡r♦✳

✷✸❘♦t❤ ❛♥❞ ❊r❡✈ ✭✶✾✾✺✮ ❡♠♣❧♦②s t❤❡ ♣♦✇❡r ❢♦r♠✱ ✐✳❡✳ Prxt+1 = Ax
t /

∑
a
Aa

t ✳

✷✶



✹✳✸✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❈♦♥tr❛❝t t②♣❡s λ δ φ κ ❇■❈

✶✮ ❊❲❆
❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t 0.440∗∗∗ 0.132∗∗∗ 0.849∗∗∗ 0.432∗∗∗ ✲✼✵✾✳✷✺

✭✵✳✵✾✼✮ ✭✵✳✵✷✸✮ ✭✵✳✵✸✽✮ ✭✵✳✶✸✾✮
❊q✉✐t② 0.538∗∗ 0.147∗∗∗ 0.928∗∗∗ 0.163∗∗ ✲✺✽✹✳✷✶

✭✵✳✶✷✵✮ ✭✵✳✵✷✺✮ ✭✵✳✵✹✵✮ ✭✵✳✵✼✺✮
◆♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t 0.198∗∗∗ 0.235∗∗∗ 0.940∗∗∗ 0.277∗∗∗ ✲✼✹✹✳✺✶

✭✵✳✵✸✻✮ ✭✵✳✵✺✼✮ ✭✵✳✵✸✷✮ ✭✵✳✵✼✷✮
◆♦ r❡♣❛②♠❡♥t 0.066∗∗∗ 0.411∗∗∗ 0.884∗∗∗ 0.503∗∗∗ ✲✻✽✻✳✽✽

✭✵✳✵✶✷✮ ✭✵✳✵✽✼✮ ✭✵✳✵✷✻✮ ✭✵✳✶✵✻✮

✷✮ ❈✉♠✳ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t
❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t 0.330∗∗∗ ✵ 0.683∗∗∗ ✶ ✲✼✺✽✳✾✵

✭✵✳✵✸✵✮ ✭✵✳✵✸✻✮
❊q✉✐t② 0.222∗∗∗ ✵ 0.707∗∗∗ ✶ ✲✻✷✻✳✾✽

✭✵✳✵✶✼✮ ✭✵✳✵✸✹✮
◆♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t 0.091∗∗∗ ✵ 0.773∗∗∗ ✶ ✲✼✻✼✳✷✻

✭✵✳✵✶✶✮ ✭✵✳✵✷✼✮
◆♦ r❡♣❛②♠❡♥t 0.029∗∗∗ ✵ 0.816∗∗∗ ✶ ✲✻✾✺✳✻✾

✭✵✳✵✵✸✮ ✭✵✳✵✶✾✮

❚❛❜❧❡ ✻✿ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❊❲❆ ❛♥❞ t❤❡ ❘■ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧s
❙t❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r r❡♣♦rt❡❞ ✐❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♥♦t

❡st✐♠❛t❡❞ ❜✉t ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❘■ ♠♦❞❡❧✳ ❇■❈ = ▲▲− 0.5k log(NT ) ✇❤❡r❡

k ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ T ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s✳

▲❡✈❡❧s ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✿ ✯✯✯ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ✶✪✱ ✯✯ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ✺✪✱ ✯ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ✶✵✳✪✳

❲❡ ✉s❡ ♠❛①✐♠✉♠✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❊❲❆ ❛♥❞ ❘■

❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❛❜❧❡ ✻ r❡♣♦rts t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ λ ✐♥

❛♥② ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥② ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇ t❤❛t s✉❜❥❡❝ts ❞♦ ♥♦t r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡

❡✛♦rt ❧❡✈❡❧s ♦✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❘❛t❤❡r ♣❛②♦✛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②

❣♦✈❡r♥ ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ✜t ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❇■❈

s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❊❲❆ ♠♦❞❡❧ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❘■ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛♥② ❝♦♥tr❛❝t

❝♦♥❞✐t✐♦♥✳✷✹

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ ❊❲❆ ♠♦❞❡❧ ✜ts t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❘■ ♠♦❞❡❧

❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❊❲❆ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥s ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❧❡✈❡❧s ♦❢ ❡✛♦rt ✇❡r❡ ♥♦t ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥

❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r δ s❤♦✇✱ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❛❝r♦ss ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❛t ♦✉r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♥♦t

♦♥❧② r❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ♣❛②♦✛s t❤r♦✉❣❤ ❝❤♦♦s✐♥❣ s♦♠❡ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ ❜✉t

❛❧s♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♥♦♥✲❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ♣❛②♦✛s t❤r♦✉❣❤ ✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥✳

■❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts t♦♦❦ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤r♦✉❣❤ ✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥✱ ❛❧❧ ♥♦♥✲❝❤♦s❡♥ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧s

✷✹◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❇■❈ ❝♦rr❡❝ts ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs s♦ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t s✐♠♣❧② t❤❡ ❧❛r❣❡r
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉♥❞❡r ❊❲❆ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✜t✳

✷✷



✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤❡② ❛r❡ ✉s✐♥❣ ❝❤♦s❡♥ ❡✛♦rt✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r δ

✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✳ ❚❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣ ♦❢ ♣❛②♦✛s ❛♥❞ ❛❧❧ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s

✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱

t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ δ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❛s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r

✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❢♦r ❛♥② ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❚❛❜❧❡ ✻✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ t❤❡

✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❛❧❧ ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

◆▼❈ ❛♥❞ ◆♦❘❡♣❛② ✇❤❡r❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r st❛rts ♦✉t ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡

✭❋✐❣✉r❡ ✶✮✳ ❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s ♦♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❘❡s✉❧t ✹✳ ❊①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❡✛❡❝ts

♦❢ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts t♦ t❛❦❡ ❡✛❡❝t✳ ■♥❝❡♥t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❧❡❛r♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✐♥

❛❧❧ ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛✛❡❝t ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♦r

❡①♣♦s✉r❡✳

✹✳✹ ◆♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts ❤②♣♦t❤❡s✐s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ t❛❦❡ ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❲♦✉❧❞

t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ❜② ❛ r❡♣❛②♠❡♥t✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝

❝♦♥tr❛❝t r❡❞✉❝❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❧♦ss❡s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞❄ ❋✐❣✲

✉r❡ ✸ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ❝♦♥tr❛❝ts ❢♦r ❡❛❝❤ r♦✉♥❞✳ ■t ✐s ❡❛s②

t♦ s❡❡ t❤❛t ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ◆▼❈ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❙❉❈

❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ r♦✉♥❞s ✶✶✲✶✺✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ◆▼❈

✐♥❝♦♠❡ ❡①❝❡❡❞s ❙❉❈ ✐♥❝♦♠❡ ❜② ✶✼✵✪✳✷✺

❘❡s✉❧t ✺✳ ❖❜s❡r✈❡❞ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✭♥❡t ♦❢ ❡✛♦rt ❝♦st ❛♥❞ r❡♣❛②♠❡♥t✮ ✉♥❞❡r t❤❡

♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t ✐s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✶✼✵✪ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✉♥❞❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t

✭s✉♣♣♦rt ❢♦r ❤②♣♦t❤❡s✐s ✸✮✳

❯s✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲t❛✐❧❡❞ t✲t❡st ❢♦r r♦✉♥❞✇✐s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✭♥❡t

♦❢ ❛❣❡♥❝② ❝♦sts ❛♥❞ r❡♣❛②♠❡♥t✮ ❢♦r♠❛❧❧② ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t

✐♥ ❛❧❧ ✜❢t❡❡♥ r♦✉♥❞s ✭p < 0.033✮ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ ✶✸ ♦✉t ♦❢ ✶✺ r♦✉♥❞s ✭p < 0.006✮✳✷✻

❋✐❣✉r❡ ✹ ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t♦t❛❧ s✉r♣❧✉s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡

❙❉❈ tr❡❛t♠❡♥t ✐❢✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t✱ ❛ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t ❤❛❞

❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ r❡✈❡❛❧s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✜rst ❢♦✉r r♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡r❡ ✐s

❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♥♦ ✇❡❧❢❛r❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t✳✷✼ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡s❡ ✐♥✐t✐❛❧

❡✛♦rt ❧❡✈❡❧s ❛r❡ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ ②✐❡❧❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ r♦✉♥❞ ✐♥❝♦♠❡s✱ ❛s ✐s ♦❜✈✐♦✉s ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✸✳

■♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ s✉❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❙❉❈ tr❡❛t♠❡♥t r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡s

✷✺■❢ ❡❛r❧✐❡r r♦✉♥❞s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝ts ♣❡r❢♦r♠ ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r✱ ❡✳❣✳ ◆▼❈ ✐♥❝♦♠❡ t♦♣s
❙❉❈ ✐♥❝♦♠❡ ❜② ✸✻✵✪ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✐❢ ❞❛t❛ ❢♦r r♦✉♥❞s ✸✲✶✺ ✐s ✉s❡❞✳

✷✻❙✐♠✐❧❛r❧② t❤❡ t✇♦✲t❛✐❧❡❞ ▼❛♥♥✲❲❤✐t♥❡② U t❡st ✐♥❞✐❝❛t❡s ❤✐❣❤❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✶✷ ♦❢
✶✺ r♦✉♥❞s ✭p < 0.007✮❀ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❤r❡❡ r♦✉♥❞s ✇❡ ✜♥❞ p < 0.065✳

✷✼■♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ r♦✉♥❞s✱ ❙❉❈ ✇❡❧❢❛r❡ ✐s ❡✈❡♥ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ◆▼❈ ✇❡❧❢❛r❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t q✉✐t❡ ❧❛r❣❡ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ ❙❉❈ tr❡❛t♠❡♥t✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ❡✛♦rt
❧❡✈❡❧s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ◆▼❈ tr❡❛t♠❡♥t✱ ❜✉t s♦♠❡✇❤❛t ❝❧♦s❡r t♦ ✜rst✲❜❡st ❡✛♦rt ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡✳
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Non−monotonic contract Standard debt contract

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❆✈❡r❛❣❡ r♦✉♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ✉♥❞❡r ◆▼❈ ❛♥❞ ❙❉❈

t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ❆s ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡ ❙❉❈ tr❡❛t♠❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡✱ t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝②

♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝ts ❣r♦✇s s❤❛r♣❧②✳ ❘❡str✐❝t✐♥❣ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st

♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭r♦✉♥❞s ✶✶✲✶✺✮ ✇❤❡r❡ ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡s ✉♥❞❡r ❙❉❈ ❤❛✈❡ st❛❜✐❧✐③❡❞

✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✮✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞

t♦t❛❧ s✉r♣❧✉s ✐♥ t❤❡ ❙❉❈ tr❡❛t♠❡♥t ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸✵✪✳ ❚♦t❛❧ s✉r♣❧✉s ✐♥ t❤❡ ◆▼❈

tr❡❛t♠❡♥t ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❙❉❈ tr❡❛t♠❡♥t ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ✜✈❡ r♦✉♥❞s

✭t✲t❡st✱ p < 0.058✱ t✇♦✲t❛✐❧❡❞✮✳✷✽

❘❡s✉❧t ✻✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝ts ❧❡❛❞ t♦ ❛❧❧♦❝❛t✐✈❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞

❜② ✉s✐♥❣ r❡♣❛②♠❡♥t✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝ts ✭s✉♣♣♦rt ❢♦r ❤②♣♦t❤❡s✐s ✸✮✳

❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣r♦✈✐❞❡s str♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝ts ❞♦♠✐♥❛t❡

st❛♥❞❛r❞✲❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝ts✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ st❡♠s ❢r♦♠ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s

❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ❝♦st❧❡ss st❛t❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r✉❧❡s ♦✉t ❛♥② ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥✈❡st♦r

❛♥❞ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✬s r❡❛❧✐③❡❞ r❡t✉r♥ st❛t❡✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦st❧❡ss st❛t❡

✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ❝❧❡❛r ✐❢ t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t

s✉st❛✐♥✳ ❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ✐♥ r❡❛❧✲❧✐❢❡ ❢♦r ❡✐t❤❡r ✐♥✈❡st♦r ♦r ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r

t♦ ♠✐sr❡♣r❡s❡♥t st❛t❡s t❤❡s❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ s♦ t❤❛t ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛r✐s❡✳ ■♥

t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ tr❡❛t♠❡♥t ◆▼❈✲❘ t❤❛t ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦

s❡❡ ✐❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✲s✐❞❡❞ st❛t❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❡r♦❞❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥

❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ♣❛rt✐❡s ❛s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞✳

✷✽▼❛♥♥✲❲❤✐t♥❡② U t❡st✱ p < 0.057✱ t✇♦✲t❛✐❧❡❞✳
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SDC welfare loss first−best relative effort

SDC relative effort NMC relative effort

❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t♦t❛❧ s✉r♣❧✉s ✭✐♥ ✪✮ t❤❛t ✐s ❝r❡❛t❡❞ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✐❢ t❤❡
❙❉❈ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆▼❈✱ ❣✐✈❡♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧s ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♥❞❡r ❜♦t❤
❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss ✐s s❤♦✇♥ ❛s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❜❛rs ✭❧❡❢t s❝❛❧❡✮✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡
t♦ ✜rst✲❜❡st ❡✛♦rt ✭r✐❣❤t s❝❛❧❡✮✳ ❊❣✳✱ ✐♥ r♦✉♥❞ ✺✱ ◆▼❈ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ❡①❝❡❡❞s ✜rst✲❜❡st ❡✛♦rt
❜② r♦✉❣❤❧② ✶✵✪ ✇❤✐❧❡ ❙❉❈ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ❢❛❧❧s s❤♦rt ♦✛ ✐t ❜② ✹✵ ✪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✜rst✲❜❡st
❡✛♦rt ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✭✇❤❡r❡ t♦t❛❧ s✉r♣❧✉s ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞✮ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ ❛t
✉♥✐t② ✭r✐❣❤t s❝❛❧❡✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❲❡❧❢❛r❡ ❧♦ss ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t✱ ❜✉t ❡❧✐♠✐♥❛❜❧❡ ❜② ❛ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝
❝♦♥tr❛❝t

✹✳✺ ◆♦✲♠✐sr❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s

❚❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡♣♦rt✐♥❣ ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ st❛t❡s✳ ■❢ t❤❡r❡

❛r❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ♠✐sr❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ st❛t❡s✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠✉t✉❛❧

❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t str✉❝t✉r❡ ❜② ❧❡♥❞❡r ❛♥❞ ❜♦rr♦✇❡r ❡r♦❞❡s ❞✉❡ t♦

✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r st❛t❡ ♠✐sr❡♣♦rt✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❡❞ ♣❛②♦✛ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣

♣❛rt✐❡s✳ ■♥ tr❡❛t♠❡♥t ◆▼❈✲❘ ✇❡ t❡st ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ ♦✉ts✐❞❡ ❜♦rr♦✇✐♥❣ t❤❛t ❝❛♣t✉r❡s

t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❢♦r t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✲s✐❞❡❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡♣❛②✲

♠❡♥ts✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ❝❛♥ ♠✐sr❡♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡❞✐✉♠ r❡t✉r♥ st❛t❡ ✭✇✐t❤ ❤✐❣❤

r❡♣❛②♠❡♥t ✉♥❞❡r ◆▼❈✲❘✮ ❛s ❛ ❤✐❣❤ r❡t✉r♥ st❛t❡ ✭✇✐t❤ ❧♦✇ r❡♣❛②♠❡♥t ✉♥❞❡r ◆▼❈✲❘✮

❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ▼✐sr❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♠❡❞✐✉♠ r❡t✉r♥ st❛t❡ ❜② ❛ ❤✐❣❤ r❡t✉r♥ st❛t❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡

❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r t♦ r❡♣❛② ✺✵✵ ❊❈❯ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✾✵✵✵ ❊❈❯ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ ❤✐❣❤ r❡t✉r♥ st❛t❡s ❜② r♦✉♥❞ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❆s

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❣❤ r❡t✉r♥ st❛t❡s ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ♠✉❝❤ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡

♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ st❛②s ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦✉rt❡❡♥ ❛♥❞ ❡✐❣❤t❡❡♥✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛✈❡r❛❣❡
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❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ ❤✐❣❤ r❡t✉r♥ st❛t❡s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r s✉❜❥❡❝ts ❜② r♦✉♥❞✳
■t ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐sr❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡❞✐✉♠ r❡t✉r♥ st❛t❡s ❛s ❣r❡②✲❝♦❧♦r❡❞ ❜❛rs
t❤❛t ❛r❡ st❛❝❦❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛rs r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❤✐❣❤ r❡t✉r♥s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ❜❛rs s❤♦✇
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲♠✐sr❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡❞✐✉♠ r❡t✉r♥ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❥❡❝ts ✐♥ ❛ r♦✉♥❞✱ ✺✵✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❤✐❣❤ r❡t✉r♥ st❛t❡s✱ ❛♥❞ ♠✐sr❡♣r❡s❡♥t❡❞
❛♥❞ ♥♦♥✲♠✐sr❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡❞✐✉♠ r❡t✉r♥ st❛t❡s ❣✐✈❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦✇ r❡t✉r♥ st❛t❡s ❛s t❤❡
✭♥♦♥✲✐♥❞✐❝❛t❡❞✮ r❡s✐❞✉❛❧✳

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ ❤✐❣❤ r❡t✉r♥✱ ♠✐sr❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲
♠✐sr❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡❞✐✉♠ r❡t✉r♥ st❛t❡s ❜② r♦✉♥❞✳

❡✛♦rt ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ tr❡❛t♠❡♥t ◆▼❈✲❘ t❤❛t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✜rst✲❜❡st ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❡❛❝❤

r♦✉♥❞✷✾✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❡✛♦rt ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ tr❡❛t♠❡♥t ◆▼❈✳ ❋✐❣✉r❡ ✺ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❡

♠✐sr❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡❞✐✉♠ r❡t✉r♥ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲♠✐sr❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡❞✐✉♠ r❡t✉r♥ st❛t❡s✳

■♥ t❤❡ ✜rst r♦✉♥❞ ♥♦ s✉❜❥❡❝t ♠✐sr❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥② st❛t❡ ❛t ❛❧❧✳ ❖✈❡r t✐♠❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❦❡❞ ❤✐❣❤ r❡t✉r♥ st❛t❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t st❛②s ✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

♥✉♠❜❡r t❤❛t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ s❧♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♠✐sr❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ st❛t❡s ♠❛② ❜❡ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ♦✉r

❝❛✉t✐♦✉s ✇❛② ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♠✐sr❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ✐♥ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s t♦ ❛✈♦✐❞

❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r✲❞❡♠❛♥❞ ❡✛❡❝ts✳ ❆❧s♦ s✉❜❥❡❝ts ♠❛② ❤❛✈❡ ♥❡❡❞❡❞ s♦♠❡ t✐♠❡ t♦ ❞✐s❝♦✈❡r t❤❡

❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ♠✐sr❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s s✉❝❤ ❛s ♣✉♥✐s❤♠❡♥ts ❢♦r

♠✐sr❡♣♦rt❡❞ st❛t❡s ❡t❝✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐sr❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡❞✐✉♠ r❡t✉r♥ st❛t❡s ✐s

❧♦✇❡r t❤❛♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ ✐ts ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ♣❛②♦✛ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❡s

❛r❡ ❧❛r❣❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛②♦✛s ♦❢

❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ❛♥❞ ✐♥✈❡st♦rs ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t♦t❛❧ s✉r♣❧✉s✳ ❆♣♣❛r❡♥t❧② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❢❛❦❡❞ ❤✐❣❤ r❡t✉r♥ st❛t❡s ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❧❛r❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ♦❢ ♣❛②♦✛s t♦ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs

✷✾❆✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ✐♥ tr❡❛t♠❡♥t ◆▼❈✲❘ ❞♦❡s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥
❛♥② ♦❢ t❤❡ ✜❢t❡❡♥ r♦✉♥❞s❀ t✇♦✲t❛✐❧❡❞ t✲t❡sts✱ p > 0.326✱ t✇♦✲t❛✐❧❡❞ s✐❣♥✲t❡st✱ p > 0.387✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♣❛②♦✛s ❛♥❞ t♦t❛❧ s✉r♣❧✉s ❜② r♦✉♥❞ ✐♥ tr❡❛t♠❡♥t ◆▼❈✲❘✳

❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ✐♥✈❡st♦rs✳ ❚♦✇❛r❞s t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ♠❛♥❛❣❡

t♦ r❡❛♣ ❛♠♦✉♥ts ❢r♦♠ ✐♥✈❡st♦rs t❤❛t ❡①❝❡❡❞ t♦t❛❧ s✉r♣❧✉s s♦ t❤❛t ✭❝♦♠♣✉t❡r✐③❡❞✮ ✐♥✈❡st♦r

♣❛②♦✛s ❜❡❝♦♠❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳✸✵ ▼♦st ❧✐❦❡❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❛②♦✛s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t s✐t✉❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞

❧❡❛❞ ✐♥✈❡st♦rs t♦ r❡❥❡❝t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t s♦ t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s

✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝t str✉❝t✉r❡ ✐❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦✛❡rs ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r

st❛t❡ ♠✐sr❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❘❡s✉❧t ✼✳ ❖♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r ♠✐sr❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ r❡❛❧✐③❡❞ r❡t✉r♥ st❛t❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❡①♣❧♦✐t❡❞

❛♥❞ ❡r♦❞❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❜② ♣❛②♦✛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐♥✈❡st♦rs

t♦ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ✭s✉♣♣♦rt ❢♦r ❤②♣♦t❤❡s✐s ✺✮✳

✹✳✻ ▼♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts ❤②♣♦t❤❡s✐s

■♥♥❡s ✭✶✾✾✵✮ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ♠❛①✐♠✐③❡s t♦t❛❧ s✉r♣❧✉s ✐♥ t❤❡

❝❧❛ss ♦❢ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ❢❛r❡s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛

r❡♣❛②♠❡♥t✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡q✉✐t② ❝♦♥tr❛❝t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❜❡❤❛✈✲

✐♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ tr❡❛t♠❡♥ts ❙❉❈✷ ❛♥❞ ❊◗❯■✷✳ ❇♦t❤ ❝♦♥tr❛❝ts ②✐❡❧❞ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡❝t❡❞

r❡♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❜✉t ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ❡✛♦rt ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜② r♦✉❣❤❧② t❡♥ ✉♥✐ts✳ ❲❤✐❧❡

t❤❡♦r② ♣r❡❞✐❝ts ✷✶✳✸ ❡✛♦rt ✉♥✐ts ✇✐t❤ ❝♦♥tr❛❝t ❙❉❈✷✱ ✐t ♣r❡❞✐❝ts ✶✶✳✹ ✉♥✐ts ✇✐t❤ ❝♦♥tr❛❝t

✸✵❚❤✐s ✐s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣❡ r❡♣❛②♠❡♥ts ❢❛❧❧✐♥❣ s❤♦rt ♦❢ t❤❡ ❜♦rr♦✇❡❞ ❛♠♦✉♥t s♦ t❤❛t ✐♥✈❡st♦rs
♣❛rt✐❛❧❧② s✉❜s✐❞✐③❡ ♣r♦❥❡❝t ❡①❡❝✉t✐♦♥✳
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❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❞❡♣✐❝ts ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ♦✈❡r r♦✉♥❞s ✉♥❞❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t
❙❉❈✷ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✉♥❞❡r ♦✉ts✐❞❡ ❡q✉✐t② ❊◗❯■✷ ✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡✛♦rt ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s
✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡✛♦rt ❜② r♦✉♥❞

❋✐❣✉r❡ ✼ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ t✐♠❡ ♣❛t❤s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ✐♥ ❡✐t❤❡r tr❡❛t♠❡♥t✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡

s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ✉♥❞❡r ❙❉❈✷ ❛♥❞ ❊◗❯■✷ ✐s s✐♠✐❧❛r

t♦ t❤❛t ♦❢ ♦✉r ❜❛s✐❝ tr❡❛t♠❡♥ts ❙❉❈ ❛♥❞ ❊◗❯■✿ ■♥ ❜♦t❤ ❡①t❡♥s✐♦♥ tr❡❛t♠❡♥ts ❛✈❡r❛❣❡

❡✛♦rt ✐s ❛t ❛ s✐♠✐❧❛r ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✉♥❞ ✭t✇♦✲t❛✐❧❡❞ ▼❲❯✱p = 0.728❀ t✇♦✲t❛✐❧❡❞ t✲

t❡st✱ p = 0.764✮ ❛♥❞ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❡✛♦rt ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭t✇♦✲t❛✐❧❡❞ t✲t❡sts✱ ❢♦r ❡✐t❤❡r tr❡❛t♠❡♥t

p < 0.012❀ t✇♦✲t❛✐❧❡❞ s✐❣♥ t❡sts✱ p❊◗❯■✷ = 0.001✱ p❙❉❈✷ = 0.146✮✳ ❖✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢

t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt

✉♥❞❡r ❡✐t❤❡r ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥✈❡r❣❡s ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ■t ❤❛s ❝♦♥✈❡r❣❡❞

t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❡✐t❤❡r tr❡❛t♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❢♦✉r r♦✉♥❞s✿ ❢♦r ❡✐t❤❡r

tr❡❛t♠❡♥t t✇♦✲t❛✐❧❡❞ s✐❣♥✲t❡sts r❡✈❡❛❧ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✭p ≥ 0.146✮❀ s✐♠✐❧❛r❧② t✇♦✲

t❛✐❧❡❞ t✲t❡sts r❡✈❡❛❧ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛❧❧ ✜♥❛❧ ❢♦✉r r♦✉♥❞s ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t ❙❉❈✷

✭p ≥ 0.137✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤r❡❡ ♦✉t ♦❢ ❢♦✉r r♦✉♥❞s ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t ❊◗❯■✷ ✭p ≥ 0.121❀ ❢♦r r♦✉♥❞ ✶✸

p = 0.088✮✳

❋♦r t❡st✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛✈✲

❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ❛❝r♦ss ❜♦t❤ tr❡❛t♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡② ❛r❡

r❛t❤❡r s✐♠✐❧❛r ❢♦r r♦✉♥❞s ✶✲✶✶ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r r♦✉♥❞s ✶✷✲✶✺✳ ❘♦✉♥❞✇✐s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s

s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ❛r❡ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r ❛❧❧ r♦✉♥❞s ✶✲✶✶
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✭t✇♦✲t❛✐❧❡❞ t✲t❡st✱ p ≥ 0.241❀ t✇♦✲t❛✐❧❡❞ ▼❲❯✲t❡st✱ p ≥ 0.124✮✳ ❋♦r t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦✉r r♦✉♥❞s✱

❜♦t❤ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts r❡✈❡❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t✇♦ ♦✉t ♦❢ ❢♦✉r r♦✉♥❞s✿ ❢♦r r♦✉♥❞s ✶✷

❛♥❞ ✶✺ ✇❡ ✜♥❞ pt✲t❡st ≤ 0.027 ❛♥❞ p▼❲❯ ≤ 0.042✱ ❛♥❞ ❢♦r r♦✉♥❞s ✶✸ ❛♥❞ ✶✹ ✇❡ ✜♥❞

pt✲t❡st ≥ 0.159 ❛♥❞ p▼❲❯ ≥ 0.223✳ ❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡s❡ ♠✐①❡❞ r❡s✉❧ts ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♦✉r

❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝❛r❡❢✉❧❧② ❛s ❢❛✈♦✉r✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts ❤②♣♦t❤❡s✐s s✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡

t❤❛t t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t t❤❛♥ ♥♦t

❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❛ ❧♦♥❣❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ♠♦r❡ r♦✉♥❞s✳
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TotalSurplus(SDC2) − TotalSurplus(EQUI2)

❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t♦t❛❧ s✉r♣❧✉s ✐♥ tr❡❛t♠❡♥ts ❙❉❈✷ ❛♥❞
❊◗❯■✷ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❜② r♦✉♥❞ ❢♦r r♦✉♥❞s ✶✶✲✶✺

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❚♦t❛❧ s✉r♣❧✉s ♣r❡♠✐✉♠ ♦❢ ❙❉❈✷ ♦✈❡r ❊◗❯■✷ ❜② r♦✉♥❞

❋✐❣✉r❡ ✽ s❤♦✇s t❤❡ t♦t❛❧ s✉r♣❧✉s ♣r❡♠✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❙❉❈✷ ❝♦♥tr❛❝t ♦✈❡r t❤❡ ❊◗❯■✷

❝♦♥tr❛❝t ❢♦r t❤❡s❡ r♦✉♥❞s ✇❤❡r❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ❤❛s ❝♦♥✈❡r❣❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡✛♦rt ✈❛❧✉❡✳

■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛❧❧♦❝❛t✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❤✐❣❤❡r ✉♥❞❡r t❤❡

❙❉❈✷ ❝♦♥tr❛❝t t❤❛♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❊◗❯■✷ ❝♦♥tr❛❝t✳

❘❡s✉❧t ✽✳ ❲✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✱ ❡✛♦rt ✉♥❞❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ❙❉❈✷ t❡♥❞s

t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ r❡♣❛②♠❡♥t✲♥❡✉tr❛❧ ❡q✉✐t② ❝♦♥tr❛❝t ❊◗❯■✷ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t

❛❧❧♦❝❛t✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❤✐❣❤❡r ✉♥❞❡r ❙❉❈✷ t❤❛♥ ✉♥❞❡r ❊◗❯■✷ ✭♣❛rt✐❛❧ s✉♣♣♦rt ❢♦r ❤②♣♦t❤✲

❡s✐s ✹✮✳

✺ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

❲❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ✐♥❤❡r❡♥t t♦ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ❙✉r♣r✐s✲

✐♥❣❧②✱ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ ❢♦✉♥❞ ♥♦ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❛t ❛❧❧✿ ❡✛♦rt ✐s t❤❡

s❛♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❧✐♠✐ts t♦ ❣r❛s♣✐♥❣

✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❡✛❡❝ts t❤r♦✉❣❤ ♠❡r❡ ✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥✳ ❆s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥
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❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s✱ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❣♦✈❡r♥ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡

❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❧❛r❣❡❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s s♦ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥✲

❝❡♥t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts ❛♣♣❧② ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✇❡ ❛❧s♦ ✜♥❞

s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✲❝♦♥tr❛❝ts ❤②♣♦t❤❡s❡s✳

❚❤❡ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❝r✉❝✐❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❤♦✇ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦❢ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥✲

tr❛❝ts ❛✛❡❝t ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣ ❛s r❡❛❧ ❧✐❢❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs✱

✇❤♦ ❛r❡ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ s♦rts ♦❢ ✏♣r♦❥❡❝ts✑✱ ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

❛♥② ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r r❡q✉✐r✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ ✜♥❛♥❝❡ t♦ st❛rt ❛ ♣r♦❥❡❝t ✐s ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ❝❛r❡❡r✳ ❖✉r

r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ♥♦ ❡✣❝✐❡♥❝② ❧♦ss ❛r✐s❡s ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ♦r ❡q✉✐t② ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s

❞✉❡ t♦ ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡✐r

✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛s t❤❡② r❡❝❡✐✈❡ ❧♦✇❡r ✐♥❝♦♠❡s t❤❛♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞✉❡ t♦ ✜❧✐♥❣ ❢♦r ❜❛♥❦r✉♣t❝②

❧❡ss ♦❢t❡♥ ❛♥❞ r❡♣❛②✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ t❤❛♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❥❡❝t✭s✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ✇❤♦ ❛❝❝✉✲

♠✉❧❛t❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts ♦✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡✐r

❝❛r❡❡rs✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ♦♥❡s✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ✐♥❡✣❝✐❡♥❝✐❡s

❛r✐s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ✉♥❞❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐t②

❝♦♥tr❛❝t✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♥tr❛❝ts ❜② ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝ts ✇♦✉❧❞ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ ❧♦ss❡s

✐♥ ❛❧❧♦❝❛t✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ s❡tt✐♥❣ ✉♣ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥tr❛❝ts ✐s t♦ ❝♦♠✲

❜✐♥❡ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤ ❜♦♥✉s ♣❛②♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r t♦ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ r❡❛❝❤✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ r❡t✉r♥ st❛t❡s✳

■♥t❡r❡st✐♥❣❧② ♦✉r ❞❛t❛ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s❡❡ ✐❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♣♣❧✐❡s ♥♦t ♦♥❧②

❣❧♦❜❛❧❧② ❜✉t ❛❧s♦ ❧♦❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❲❆ ♠♦❞❡❧ r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t ❡①♣♦s✉r❡ t♦

❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♠❛tt❡rs ✐❢ ❜❡❤❛✈✐♦r st❛rts ♦✉t ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡ ❛s ✐♥

t❤❡ ❙❉❈ ❛♥❞ ❊q✉✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛s t❤❡

r❡✇❛r❞s ❢r♦♠ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♣❛②♦✛s ✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧

❝❤♦✐❝❡✱ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ❝❤♦✐❝❡ t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡✳ ■❢ ❛❝t✉❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡❣✐♥s

✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❧❡ss ♦❜✈✐♦✉s ✐❢ ❡①♣♦s✉r❡ ✇♦✉❧❞ ♠❛tt❡r✳

❚❤❡ ❊❲❆ ❡st✐♠❛t❡s s❤♦✇✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①♣♦s✉r❡ t♦ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛❧s♦ ♠❛tt❡rs ✐❢

❝❤♦✐❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r st❛rts ♦✉t ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ◆▼❈

❛♥❞ ◆♦❘❡♣❛② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✸✵



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆❣❤✐♦♥✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❛♥❞ P❡t❡r ❍♦✇✐tt ✭✶✾✾✷✮✿ ❆ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❣r♦✇t❤ t❤r♦✉❣❤ ❝r❡❛t✐✈❡ ❞❡str✉❝✲

t✐♦♥✱ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✻✵✭✷✮✱ ✸✷✸✲✸✺✶✳

❆❣❤✐♦♥✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❛♥❞ P❡t❡r ❍♦✇✐tt ✭✶✾✾✽✮✿ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ t❤❡♦r②✱ ▼■❚ Pr❡ss✳

❇❛❦❡r✱ ▼❛❧❝♦❧♠ ❛♥❞ ❏❡✛r❡② ❲✉r❣❧❡r ✭✷✵✶✷✮✿ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❈♦r♣♦r❛t❡ ❋✐♥❛♥❝❡✿ ❆♥ ✉♣❞❛t❡❞

s✉r✈❡②✳ ■♥✿ ❈♦♥st❛♥t✐♥✐❞❡s✱ ●❡♦r❣❡ ▼✳✱ ▼✐❧t♦♥ ❍❛rr✐s✱ ❛♥❞ ❘❡♥❡ ▼✳ ❙t✉❧③ ✭❡❞s✳✮✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦

♦❢ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ❱♦❧✳ ✷✱ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞✳

❇❛❦❡r✱ ▼❛❧❝♦❧♠✱ ❘✐❝❤❛r❞ ❙✳ ❘✉❜❛❝❦✱ ❛♥❞ ❏❡✛r❡② ❲✉r❣❧❡r ✭✷✵✵✼✮✿ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❈♦r♣♦r❛t❡

❋✐♥❛♥❝❡✿ ❆ s✉r✈❡②✳ ■♥✿ ❊❝❦❜♦✱ ❇✳ ❊s♣❡♥ ✭❡❞✳✮✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ✐♥ ❈♦r♣♦r❛t❡ ❋✐♥❛♥❝❡✿ ❊♠♣✐r✐❝❛❧

❈♦r♣♦r❛t❡ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞✳

❇❛rr♦✱ ❘♦❜❡rt ❏✳ ❛♥❞ ❳❛✈✐❡r ❙❛❧❛✲✐✲▼❛rt✐♥ ✭✷✵✵✸✮✿ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ●r♦✇t❤✱ ✷♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ▼■❚

Pr❡ss✳

❇r❛♥❞t✱ ❏♦r❞✐ ❛♥❞ ●❛r② ❈❤❛r♥❡ss ✭✷✵✵✹✮✿ ❉♦ ▲❛❜♦✉r ▼❛r❦❡t ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❆✛❡❝t ●✐❢t

❊①❝❤❛♥❣❡❄ ❙♦♠❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊✈✐❞❡♥❝❡✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✶✹✱ ✻✽✹✲✼✵✽✳

❇r♦✇♥✱ ▼❛rt✐♥ ❛♥❞ ❈❤r✐st✐❛♥ ❩❡❤♥❞❡r ✭✷✵✵✼✮✿ ❈r❡❞✐t ❘❡❣✐str✐❡s✱ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❇❛♥❦✐♥❣

❛♥❞ ▲♦❛♥ ❘❡♣❛②♠❡♥t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡②✱ ❈r❡❞✐t✱ ❛♥❞ ❇❛♥❦✐♥❣✱ ✸✾✭✽✮✱ ✶✽✽✸✲✶✾✶✽✳

❇r♦✇♥✱ ▼❛rt✐♥ ❛♥❞ ❈❤r✐st✐❛♥ ❩❡❤♥❞❡r ✭✷✵✶✵✮✿ ❚❤❡ ❊♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❤❛r✐♥❣ ✐♥

❈r❡❞✐t ▼❛r❦❡ts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t✐♦♥✱ ✶✾✭✷✮✱ ✷✺✺✲✷✼✽✳

❈❛♠❡r❡r✱ ❈♦❧✐♥ ❋✳ ✭✷✵✵✸✮✿ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ●❛♠❡ ❚❤❡♦r②✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❙tr❛t❡❣✐❝ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

Pr✐♥❝❡t♦♥✱ ◆❏✿ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❈❛♠❡r❡r✱ ❈♦❧✐♥ ❛♥❞ ❚❡❝❦ ❍✳ ❍♦ ✭✶✾✾✾✮✿ ❊①♣❡r✐❡♥❝❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥

♥♦r♠❛❧✲❢♦r♠ ❣❛♠❡s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✻✼✭✹✮✱ ✽✷✼✲✽✼✹✳

❈❛♣r❛✱ ❈✳ ▼♦♥✐❝❛✱ ●♦❡r❡❡✱ ❏❛❝♦❜ ❑✳✱ ●♦♠❡③✱ ❘♦s❛r✐♦✱ ❛♥❞ ❈❤❛r❧❡s ❆✳ ❍♦❧t ✭✶✾✾✾✮✿

❆♥♦♠❛❧♦✉s ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❛ ❚r❛✈❡❧❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛❄ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✽✾✭✸✮✱ ✻✼✽✲

✻✾✵✳

❉❡❏♦♥❣✱ ❉♦✉❣❧❛s ❱✳✱ ❋♦rs②t❤❡✱ ❘♦❜❡rt✱ ❛♥❞ ❘✉ss❡❧❧ ❏✳ ▲✉♥❞❤♦❧♠ ✭✶✾✽✺✮✿ ❘✐♣♦✛s✱ ▲❡♠♦♥s✱

❛♥❞ ❘❡♣✉t❛t✐♦♥ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❆❣❡♥❝② ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✿ ❆ ▲❛❜♦r❛t♦r② ▼❛r❦❡t ❙t✉❞②✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✹✵✭✸✮✱ ✽✵✾✲✽✷✵✳

❋❡❤r✱ ❊r♥st✱ ❑✐r❝❤st❡✐❣❡r✱ ●❡♦r❣✱ ❛♥❞ ❆r♥♦ ❘✐❡❞❧ ✭✶✾✾✸✮✿ ❉♦❡s ❋❛✐r♥❡ss ♣r❡✈❡♥t ▼❛r❦❡t

❈❧❡❛r✐♥❣❄ ❆♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✵✽✭✷✮✱ ✹✸✼✲

✹✻✵✳

❋❡❤r✱ ❊r♥st✱ ❑❧❡✐♥✱ ❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ❛♥❞ ❑❧❛✉s ▼✳ ❙❝❤♠✐❞t ✭✷✵✵✼✮✿ ❋❛✐r♥❡ss ❛♥❞ ❈♦♥tr❛❝t

❉❡s✐❣♥✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✼✺✭✶✮✱ ✶✷✶✲✶✺✹✳

✸✶



❋❡❤r✱ ❊r♥st ❛♥❞ ❈❤r✐st✐❛♥ ❩❡❤♥❞❡r ✭✷✵✵✻✮✿ ❘❡♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈r❡❞✐t ▼❛r❦❡t ❋♦r♠❛t✐♦♥✳

◆❈❈❘ ❋✐♥r✐s❦ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ◆♦✳ ✶✼✾✳

❋❡r✐✱ ❋r❛♥❝❡s❝♦✱ ■r❧❡♥❜✉s❝❤✱ ❇❡r♥❞✱ ❛♥❞ ▼❛tt❤✐❛s ❙✉tt❡r ✭✷✵✶✵✮✿ ❊✣❝✐❡♥❝② ❣❛✐♥s ❢r♦♠

t❡❛♠✲❜❛s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✵✵✭✹✮✱ ✶✽✾✷✲✶✾✶✷✳

❋✐s❝❤❜❛❝❤❡r✱ ❯rs ✭✷✵✵✼✮✿ ③✲❚r❡❡✿ ❩✉r✐❝❤ t♦♦❧❜♦① ❢♦r r❡❛❞②✲♠❛❞❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✵✱ ✶✼✶✲✶✼✽✳

❋✐s❝❤❜❛❝❤❡r✱ ❯rs ❛♥❞ ❋r❛♥③✐s❦❛ ❍❡✉s✐ ✭✷✵✵✽✮✿ ▲✐❡s ✐♥ ❞✐s❣✉✐s❡✱ ❚❲■ ❘❡s❡❛r❝❤ P❛♣❡r ❙❡r✐❡s

✹✵✱ ❚❤✉r❣❛✉ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✳

●r❡✐♥❡r✱ ❇❡♥ ✭✷✵✵✹✮✿ ❚❤❡ ❖♥❧✐♥❡ ❘❡❝r✉✐t♠❡♥t ❙②st❡♠ ❖❘❙❊❊ ✷✳✵ ✲ ❆ ●✉✐❞❡ ❢♦r t❤❡

❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✳ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ❙❡r✐❡s ✐♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ◆♦✳ ✶✵✱

❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈♦❧♦❣♥❡✳

❍♦✱ ❚❡❝❦ ❍✳✱ ❈❛♠❡r❡r✱ ❈♦❧✐♥ ❋✳✱ ❛♥❞ ❏✉✐♥✲❑✉❛♥ ❈❤♦♥❣ ✭✷✵✵✼✮✿ ❙❡❧❢✲t✉♥✐♥❣ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡

✇❡✐❣❤t❡❞ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ ❣❛♠❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✸✸✱ ✶✼✼✲✶✾✽✳

❍♦✱ ❚❡❝❦ ❍✳✱ ❲❛♥❣✱ ❳✐♥✱ ❛♥❞ ❈♦❧✐♥ ❋✳ ❈❛♠❡r❡r ✭✷✵✵✽✮✿ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❊❲❆

❧❡❛r♥✐♥❣ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❛❧ ♣❛②♦✛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✶✽✱ ✸✼✲✺✾✳

❑♥♦❡♣✢❡✱ ❉❛♥✐❡❧ ❚✳✱ ❲❛♥❣✱ ❏♦s❡♣❤ ❚❛♦✲②✐✱ ❛♥❞ ❈♦❧✐♥ ❋✳ ❈❛♠❡r❡r✱ ✭✷✵✵✾✮✿ ❙t✉❞②✐♥❣

❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ ❣❛♠❡s ✉s✐♥❣ ❡②❡tr❛❝❦✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆ss♦❝❝✐❛t✐♦♥✱

✼✭✷✲✸✮✱ ✸✽✽✲✸✾✽✳

■♥♥❡s✱ ❘✳❚✳ ✭✶✾✾✵✮✿ ▲✐♠✐t❡❞ ❧✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡① ❛♥t❡ ❛❝t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✺✷✱ ✹✺✲✻✼✳

■r❧❡♥❜✉s❝❤✱ ❇❡r♥❞ ❛♥❞ ❉✐r❦ ❙❧✐✇❦❛ ✭✷✵✵✺✮✿ ❚r❛♥s♣❛r❡♥❝② ❛♥❞ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❡♠✲

♣❧♦②♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ ✺✻✭✸✮✱ ✸✽✸✲✹✵✸✳

❑✐r❝❤❦❛♠♣✱ ❖❧✐✈❡r✱ ❘❡✐ss✱ ❏✳ P❤✐❧✐♣♣✱ ❛♥❞ ❑❛r✐♠ ❙❛❞r✐❡❤ ✭✷✵✵✽✮✿ ❆ ♣✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ r✐s❦

✐♥ ✜rst✲♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥s✳ ▼❊❚❊❖❘ ❘❡s❡❛r❝❤ ▼❡♠♦r❛♥❞✉♠ ✵✽✴✵✺✵✳

▲❛③❡❛r✱ ❊❞✇❛r❞✳ ✭✷✵✵✵✮✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛② ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱

✾✵✭✺✮✱ ✶✸✹✻✲✶✸✻✶✳

▼❛❧♠❡♥❞✐❡r✱ ❯❧r✐❦❡ ❛♥❞ ●❡♦✛r❡② ❚❛t❡ ✭✷✵✵✺✮✿ ❈❊❖ ♦✈❡r❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥✈❡st✲

♠❡♥t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ▲❳✭✻✮✱ ✷✻✻✶✲✷✼✵✵✳

▼✐❧❣r♦♠✱ P❛✉❧ ❘✳ ✭✶✾✽✶✮✿ ●♦♦❞ ♥❡✇s ❛♥❞ ❜❛❞ ♥❡✇s✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥s✳ ❇❡❧❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✸✱ ✸✻✾✲✸✼✽✳

❘❡✐ss✱ ❏✳ P❤✐❧✐♣♣ ❛♥❞ ■r❡♥❛❡✉s ❲♦❧✛ ✭✷✵✶✶✮✿ ❋✉♥❞✐♥❣ ♦❢ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs✿ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✱ ▼❛❛str✐❝❤t ❯♥✐✈❡rs✐t②✳
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❘♦♠❡r✱ P❛✉❧ ▼✳ ✭✶✾✾✵✮✿ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②

✾✽✱ ❙✼✶✲❙✶✵✷✳

❘♦❣❡rs✱ ❲✳❍✳ ✭✶✾✾✸✮✿ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✐♥ ❝❧✉st❡r❡❞ s❛♠♣❧❡s✳ ❙t❛t❛ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧

❇✉❧❧❡t✐♥✱ ✶✸✱ ✶✾✲✷✸✳ ❘❡♣r✐♥t❡❞ ✐♥ ❙t❛t❛ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❇✉❧❧❡t✐♥ ❘❡♣r✐♥ts ✸✱ ✽✽✲✾✹✳

❘♦t❤✱ ❆❧✈✐♥ ❊✳ ❛♥❞ ■❞♦ ❊r❡✈ ✭✶✾✾✺✮✿ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❢♦r♠ ❣❛♠❡s✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛

❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ t❡r♠✳ ●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r✱ ✽✱

✶✻✹✲✷✶✷✳

❙❡rr❛✲●❛r❝✐❛✱ ▼❛rt❛ ✭✷✵✶✵✮✿ ▼♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ✐♥ ❝r❡❞✐t ♠❛r❦❡ts✿ ❚❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢

❝♦❧❧❛t❡r❛❧✳ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r✱ ❚✐❧❜✉r❣ ❯♥✐✈❡rs✐t②✳

❙❤❡❛r❡r✱ ❇r✉❝❡ ✭✷✵✵✹✮✿ P✐❡❝❡ r❛t❡s✱ ✜①❡❞ ✇❛❣❡s ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ ✜❡❧❞

❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✼✶✭✷✮✱ ✺✶✸✲✺✸✹✳
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❆♣♣❡♥❞✐①

❆ ■♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❜❛s✐❝ tr❡❛t♠❡♥ts ✭❚r❛♥s❧❛t✐♦♥

❢r♦♠ ●❡r♠❛♥✮

❬P❛rt ■✿❪ ●❡♥❡r❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❢♦r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts

❨♦✉ ❛r❡ ♥♦✇ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t ✐s ✜♥❛♥❝❡❞ ❜② ▼❊❚❊❖❘✳

■❢ ②♦✉ ❝❛r❡❢✉❧❧② r❡❛❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✱ ②♦✉ ❝❛♥ ❡❛r♥ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢

♠♦♥❡②✱ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t ♦♥ ②♦✉r ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t ②♦✉ r❡❛❞ t❤❡s❡

❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❝❛r❡❢✉❧❧②✳

❚❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❤❛♥❞❡❞ ♦✉t t♦ ②♦✉ ❛r❡ ❢♦r ②♦✉r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥❧②✳❉✉r✐♥❣ t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❡r❡ ✐s ❛ str✐❝t ♣r♦❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ■❢ ②♦✉ ❞♦ ♥♦t ❛❜✐❞❡

❜② t❤✐s r✉❧❡✱ ②♦✉ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥② ♣❛②♠❡♥ts✳ ■❢ ②♦✉

❤❛✈❡ ❛♥② q✉❡st✐♦♥✱ ♣❧❡❛s❡✱ r❛✐s❡ ②♦✉r ❛r♠✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❛♥s✇❡r ②♦✉r q✉❡st✐♦♥ ❈❖▼■◆●

❚❖ ❨❖❯❘ ❈❯❇■❈▲❊✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❝♦✉♥t ✐♥ ❊✉r♦s ❜✉t ✐♥ ❊❈❯ ✭❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❈✉rr❡♥❝②

❯♥✐ts✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ②♦✉r t♦t❛❧ ❡❛r♥✐♥❣s ✇✐❧❧ ✜rst ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❊❈❯✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t

♦❢ ❊❈❯ ②♦✉ ❛tt❛✐♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❊✉r♦s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ♣❛✐❞ ✐♥ ❝❛s❤✳

❬P❛rt ■■✿❪ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦❞❛② ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s❡♣❛r❛t❡ r♦✉♥❞s✳ ■♥ t♦t❛❧✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✶✺ r♦✉♥❞s✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❛❜♦r❛t✐♦♥s ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ r♦✉♥❞✳

❊❛❝❤ r♦✉♥❞✱ ②♦✉ ✉♥❞❡rt❛❦❡ ❛ ♥❡✇ ♣r♦❥❡❝t ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❡✛♦rt ②♦✉ ✇❛♥t t♦

✐♥✈❡st ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✳ ❇② ❝❤♦♦s✐♥❣ ②♦✉r ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧✱ ②♦✉ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢

t❤❡ ♣r♦❥❡❝t t♦ ❛tt❛✐♥ ❛ ❧♦✇✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✱ ♦r ❤✐❣❤ r❡✈❡♥✉❡✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛ ❤✐❣❤❡r

❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡ ❧❡❛❞s t♦ ❤✐❣❤❡r ❝♦sts✳ ❯♥❞❡rt❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t r❡q✉✐r❡s st❛rt✲✉♣ ❝♦sts ♦❢

❊❈❯ ✸ ✶✷✵✳ ❬❚❤❡ ♥❡①t t✇♦ s❡♥t❡♥❝❡s ✇❡r❡ ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❙❉❈

❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ◆▼❈ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❊◗❯■❚❨ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ ❆s ②♦✉ ❞♦ ♥♦t ❞✐s♣♦s❡ ♦❢ t❤❡

st❛rt✲✉♣ ❝❛♣✐t❛❧ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ st❛rt✲✉♣ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ ②♦✉ ❤❛✈❡ t♦ r❛✐s❡ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ♦♥ t❤❡

❝❛♣✐t❛❧ ♠❛r❦❡t✳ ❨♦✉ ❛r❡ ❛❝t✐♥❣ ✉♥❞❡r ❧✐♠✐t❡❞ ❧✐❛❜✐❧✐t②✿ ✐♥ ❝❛s❡ ②♦✉r ♣r♦❥❡❝t r❡✈❡♥✉❡ ❞♦❡s

♥♦t ❝♦✈❡r t❤❡ ✜①❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ♣r♦✈✐❞❡r✱ ♦♥❧② ②♦✉r ♣r♦❥❡❝t r❡✈❡♥✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡

✉s❡❞ ❢♦r r❡♣❛②♠❡♥t✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ✇❛✐✈❡❞✳❪ ❬❚❤❡ ♥❡①t t✇♦ s❡♥t❡♥❝❡s ✇❡r❡ ♦♥❧②

✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ◆♦❘❡♣❛② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ ❯♥❞❡rt❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t r❡q✉✐r❡s

st❛rt✲✉♣ ❝♦sts ♦❢ ❊❈❯ ✸ ✶✷✵✳ ❨♦✉ ❞✐s♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② st❛rt✲✉♣ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ②♦✉ ❞♦ ♥♦t

❤❛✈❡ t♦ r❛✐s❡ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ♦♥ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ♠❛r❦❡t✳❪

❈♦✉rs❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ r♦✉♥❞✱ ②♦✉ ❛r❡ ❛s❦❡❞ t♦ s❡t t❤❡ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧

X ❢♦r t❤✐s r♦✉♥❞✬s ♣r♦❥❡❝t✳ ❚❤❡ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r ❡①❝❡❡❞ ✶✵✵✱ ❛♥❞ ♠❛②

♦♥❧② ❡①❤✐❜✐t ♦♥❡ ❞❡❝✐♠❛❧ ♣❧❛❝❡✳

✸✹



❚❤❡ ❝♦sts ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ②♦✉r ❡✛♦rt ❛r❡ 1

2
X2✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t r❡✈❡♥✉❡ ✐s r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ♠❛② t❛❦❡

♦♥ ❛ ❧♦✇✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✱ ♦r ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧✳ ❇② ❝❤♦♦s✐♥❣ ②♦✉r ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ X✱ ②♦✉ ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❛ ❧♦✇ ♦r ❛ ❤✐❣❤ ♣r♦❥❡❝t r❡✈❡♥✉❡✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r ②♦✉r ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧✱ t❤❡

❧♦✇❡r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❧♦✇ r❡✈❡♥✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ r❡✈❡♥✉❡✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✿

• ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ r❡✈❡♥✉❡ ♦❢ ✺✵✵ ❊❈❯✿ 60%− X
100

· 60%

• ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡✈❡♥✉❡ ♦❢ ✾✱✵✵✵ ❊❈❯✿ 40%

• ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡✈❡♥✉❡ ♦❢ ✶✵✱✵✵✵ ❊❈❯✿ X
100

· 60%

❚♦ ❡❛s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❡✛♦rt ❝♦sts✱ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s❝r❡❡♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶ ❬P❧❡❛s❡

s❡❡ t❤❡ ✜rst s❝r❡❡♥s❤♦t ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥❪✮ ②♦✉ ♠❛② ❡♥t❡r ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s ✐♥t♦ t❤❡

❡✛♦rt ❡♥tr② ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❡✛♦rt ❝♦sts ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜② ❝❧✐❝❦✐♥❣

♦♥ t❤❡ ❜✉tt♦♥ ✑❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✑✳ ❇② ❝❧✐❝❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜✉tt♦♥ ✑❝♦♥✜r♠ ❝❤♦✐❝❡✑✱ ②♦✉

♠❛❦❡ ②♦✉r ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ t❤✐s r♦✉♥❞ ✐rr❡✈♦❝❛❜❧❡✳

❬❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❛s ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❙❉❈ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

❋✐①❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ♣r♦✈✐❞❡r ❖✉t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t r❡✈❡♥✉❡✱ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧

♣r♦✈✐❞❡r r❡❝❡✐✈❡s ❊❈❯ ✼ ✸✽✸✳✸✵ ❛s ✜①❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t ❢♦r ✜♥❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❡

♣r♦❥❡❝t r❡✈❡♥✉❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✈❡r t❤❡ ✜①❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ♣r♦✈✐❞❡r✱ ②♦✉ ✇✐❧❧ ♦♥❧②

r❡♣❛② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t r❡✈❡♥✉❡✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ✇❛✐✈❡❞✳❪

❬❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❛s ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ◆▼❈ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

❋✐①❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ♣r♦✈✐❞❡r ❖✉t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t r❡✈❡♥✉❡✱ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧

♣r♦✈✐❞❡r r❡❝❡✐✈❡s ❊❈❯ ✺✵✵ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧♦✇ r❡✈❡♥✉❡✱ ❊❈❯ ✾ ✵✵✵ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡

r❡✈❡♥✉❡✱ ❛♥❞ ❊❈❯ ✺✵✵ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ r❡✈❡♥✉❡ ❛s ❛ ✜①❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t ❢♦r ✜♥❛♥❝✐♥❣ t❤❡

♣r♦❥❡❝t✳❪

❬❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❛s ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❊◗❯■❚❨ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

❋✐①❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ♣r♦✈✐❞❡r ❖✉t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t r❡✈❡♥✉❡✱ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧

♣r♦✈✐❞❡r r❡❝❡✐✈❡s ❊❈❯ ✸✻✷✳✺✵ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧♦✇ r❡✈❡♥✉❡✱ ❊❈❯ ✻ ✺✷✺ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡

r❡✈❡♥✉❡✱ ❛♥❞ ❊❈❯ ✼ ✷✺✵ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ r❡✈❡♥✉❡ ❛s ❛ ✜①❡❞ r❡♣❛②♠❡♥t ❢♦r ✜♥❛♥❝✐♥❣ t❤❡

♣r♦❥❡❝t✳❪

❬❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❛s ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❙❉❈ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

❨♦✉r ♣r♦❥❡❝t ✐♥❝♦♠❡ ❨♦✉r ♣r♦❥❡❝t ✐♥❝♦♠❡ ❡q✉❛❧s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t r❡✈❡♥✉❡ ♠✐♥✉s r❡♣❛②♠❡♥t

❝♦sts ❛♥❞ ♠✐♥✉s ❡✛♦rt ❝♦sts✱ ✐✳❡✳✿

• ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧♦✇ r❡✈❡♥✉❡✿ 500− 500− 1

2
X2 = −1

2
X2 ❊❈❯✳

• ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡✈❡♥✉❡✿ 9, 000− 7, 383.30− 1

2
X2 = 1, 616.70− 1

2
X2 ❊❈❯✳

• ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ r❡✈❡♥✉❡✿ 10, 000− 7, 383.30− 1

2
X2 = 2, 616.70− 1

2
X2 ❊❈❯✳❪

❬❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❛s ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ◆▼❈ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

❨♦✉r ♣r♦❥❡❝t ✐♥❝♦♠❡ ❨♦✉r ♣r♦❥❡❝t ✐♥❝♦♠❡ ❡q✉❛❧s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t r❡✈❡♥✉❡ ♠✐♥✉s r❡♣❛②♠❡♥t

❝♦sts ❛♥❞ ♠✐♥✉s ❡✛♦rt ❝♦sts✱ ✐✳❡✳✿

✸✺



• ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧♦✇ r❡✈❡♥✉❡✿ 500− 500− 1

2
X2 = −1

2
X2 ❊❈❯✳

• ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡✈❡♥✉❡✿ 9, 000− 9, 000− 1

2
X2 = −1

2
X2 ❊❈❯✳

• ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ r❡✈❡♥✉❡✿ 10, 000− 500− 1

2
X2 = 9, 500− 1

2
X2 ❊❈❯✳❪

❬❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❛s ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❊◗❯■❚❨ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

❨♦✉r ♣r♦❥❡❝t ✐♥❝♦♠❡ ❨♦✉r ♣r♦❥❡❝t ✐♥❝♦♠❡ ❡q✉❛❧s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t r❡✈❡♥✉❡ ♠✐♥✉s r❡♣❛②♠❡♥t

❝♦sts ❛♥❞ ♠✐♥✉s ❡✛♦rt ❝♦sts✱ ✐✳❡✳✿

• ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧♦✇ r❡✈❡♥✉❡✿ 500− 362.50− 1

2
X2 = 137.50− 1

2
X2 ❊❈❯✳

• ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡✈❡♥✉❡✿ 9.000− 6, 525.00− 1

2
X2 = 2, 475.00− 1

2
X2 ❊❈❯✳

• ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ r❡✈❡♥✉❡✿ 10, 000− 7, 250.00− 1

2
X2 = 2, 750.00− 1

2
X2 ❊❈❯✳❪

❬❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❛s ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ◆♦❘❡♣❛② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

❨♦✉r ♣r♦❥❡❝t ✐♥❝♦♠❡ ❨♦✉r ♣r♦❥❡❝t ✐♥❝♦♠❡ ❡q✉❛❧s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t r❡✈❡♥✉❡ ♠✐♥✉s ❡✛♦rt ❝♦sts✱

✐✳❡✳✿

• ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧♦✇ r❡✈❡♥✉❡✿ 500− 1

2
X2 ❊❈❯✳

• ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡✈❡♥✉❡✿ 9, 000− 1

2
X2 ❊❈❯✳

• ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ r❡✈❡♥✉❡✿ 10, 000− 1

2
X2 ❊❈❯✳❪

◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❥❡❝ts ❛♥❞ r♦✉♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ■♥ ❡❛❝❤ r♦✉♥❞✱ ②♦✉ ✇✐❧❧ ✉♥❞❡rt❛❦❡ ✺✵ ✐❞❡♥t✐❝❛❧

♣r♦❥❡❝ts✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ②♦✉r ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ ②♦✉ ❞♦ ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❡✛♦rt ❝♦sts ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❥❡❝t ♦♥❧②✱ ❜✉t t❤♦s❡ ♦❢ ✺✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❥❡❝ts✳

❚♦ t❤✐s ❡✛❡❝t✱ ❡❛❝❤ ♣r♦❥❡❝t✬s r❡✈❡♥✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇ ✉♥❞❡r t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ②♦✉r ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡✳ ❆❧❧ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢

❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❨♦✉ ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❥❡❝ts ✇✐t❤ ❧♦✇✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤

r❡✈❡♥✉❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✐♥❝♦♠❡s ♦♥ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ s❝r❡❡♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷ ❬P❧❡❛s❡ s❡❡

t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❝r❡❡♥s❤♦t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥❪✮✳ ❨♦✉r r♦✉♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❨♦✉r r♦✉♥❞ ✐♥❝♦♠❡ = ❛✈❡r❛❣❡ r❡✈❡♥✉❡ ♦❢ t❤❡ ✺✵ ♣r♦❥❡❝ts✳

P❛②♠❡♥t ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ②♦✉ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❛✐❞ ❬✐♥ ❙❉❈✱ ◆▼❈✱ ❛♥❞ ❊◗❯■❚❨✿

❊❯❘ ✵✳✵✵✵✹❪ ❬✐♥ ◆♦❘❡♣❛②✿ ❊❯❘ ✵✳✵✵✵✵✺❪ ❢♦r ❡❛❝❤ ❊❈❯ ♦♥ ②♦✉r ❊❈❯ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❆t t❤❡

❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ♦❢ ❬✐♥ ❙❉❈✱ ◆▼❈✱ ❛♥❞ ❊◗❯■❚❨✿ ❊❈❯

✶✷ ✺✵✵❪ ❬✐♥ ◆♦❘❡♣❛②✿ ❊❈❯ ✶✵✵ ✵✵✵❪ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝r❡❞✐t❡❞ t♦ ②♦✉r ❛❝❝♦✉♥t t♦ ❝♦✈❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧

❧♦ss❡s✳ ❊❛❝❤ r♦✉♥❞✱ ②♦✉r r♦✉♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ②♦✉r ❛❝❝♦✉♥t✱

s♦ t❤❛t ②♦✉r ❛❝❝♦✉♥t ❜❛❧❛♥❝❡ ❡✐t❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ✭✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r♦✉♥❞ ✐♥❝♦♠❡✮ ♦r

❞❡❝r❡❛s❡s ✭✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ r♦✉♥❞ ✐♥❝♦♠❡✮✳ ❨♦✉ ❝❛♥ ❛✈♦✐❞ ❧♦ss❡s ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t② ❜②

♠❛❦✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ■♥ ❝❛s❡ ②♦✉r ❛❝❝♦✉♥t ❜❛❧❛♥❝❡ ❢❛❧❧s ❜❡❧♦✇ ❬✐♥ ❙❉❈✱ ◆▼❈✱ ❛♥❞

❊◗❯■❚❨✿ ❊❈❯ ✷✺✵✵❪ ❬✐♥ ◆♦❘❡♣❛②✿ ❊❈❯ ✷✵ ✵✵✵❪✱ ②♦✉ ♠❛② ♥♦t ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

■❢ ②♦✉ ❤❛✈❡ ❛♥② q✉❡st✐♦♥s✱ ♣❧❡❛s❡✱ ❧❡t ✉s ❦♥♦✇ ❜② r❛✐s✐♥❣ ②♦✉r ❤❛♥❞✳

✸✻



❇ ❙❝r❡❡♥s❤♦ts

❋✐❣✉r❡ ✾ s❤♦✇s ❛♥ ✐♥♣✉t s❝r❡❡♥ ✇✐t❤ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❙❉❈ tr❡❛t♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡

s❝r❡❡♥s❤♦t ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ t♦ s✉❜❥❡❝ts✱ t❤❡r❡ ✇❛s ♥♦ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ■♥♣✉t s❝r❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❙❉❈ tr❡❛t♠❡♥t ✇✐t❤ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✭tr❛♥s❧❛t✐♦♥✮

✸✼



❋✐❣✉r❡ ✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝r❡❡♥ ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♣r♦❥❡❝t ♦✉t❝♦♠❡s ❛♥❞ r♦✉♥❞

✐♥❝♦♠❡✳ ❆ s✐♠✐❧❛r s❝r❡❡♥s❤♦t✱ ❛❧s♦ ✇✐t❤ ❞❛t❛ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ❧❡tt❡rs ✑❳❳❳✑✱ ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥

t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❣✐✈❡ t♦ s✉❜❥❡❝ts✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❋❡❡❞❜❛❝❦ s❝r❡❡♥ ❢r♦♠ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥ ❙❉❈ tr❡❛t♠❡♥t ✇✐t❤ ❡r❛s❡❞ ❞❛t❛ ✭tr❛♥s❧✳✮

✸✽



Gerald Eisenkopf


