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▼♦❞❡❧s ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❣❛♠❡ t❤❡♦r② ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♠❛② ❜❡ ❛♥
❛❞❛♣t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ❛ s♦❝✐❛❧✲❞✐❧❡♠♠❛ s✐t✉❛✲
t✐♦♥✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❝❧♦s❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ❜✉t q✉❡st✐♦♥s
t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✲❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✐❢ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ r❡✲
t❛❧✐❛t❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡✐r ♣✉♥✐s❤❡rs✳ ❚❤✐s st✉❞② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ r❡♣❡❛t❡❞ s♦❝✐❛❧
❞✐❧❡♠♠❛s ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡s t❤❡ r♦❧❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❝❛♥ ♣❧❛② ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✲
♦♣❡r❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ s❤♦✇ ❛ ♣✉♥✐s❤✐♥❣ str❛t❡❣② ❝❛♥ ♣❛✈❡ t❤❡
✇❛② ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❛❧❧②✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❞❡✲
❢❡❝t✐♥❣ t②♣❡s ❛♥❞✱ ✉♥❞❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s✱ ❢♦st❡r t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧
✐♥ t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜② ♣r♦♠♣t✐♥❣ r❡❧✉❝t❛♥t ❝♦♦♣❡r❛t♦rs t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ r❛r❡ ♠✉t❛t✐♦♥s ♦❝❝✉r✱ ✐t ❝❛♥♥♦t s✉st❛✐♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜② ✐ts❡❧❢ ❛s
♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❝♦sts ❢❛✈♦✉r t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ ♥♦♥✲♣✉♥✐s❤✐♥❣ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs✳
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❘❡❝❡♥t ❧❛❜♦r❛t♦r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❝❛st s❡r✐♦✉s ❞♦✉❜t ♦♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ❡❛r❧✐❡r
✜♥❞✐♥❣s s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✐s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r s♦❝✐❛❧✲❞✐❧❡♠♠❛
s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✈❡r② ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✲❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❡✛❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❛❧✲
❧❡♥❣❡❞✿ ❜② r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ ♦♥❡ r♦✉♥❞ ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛♥❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣
❢♦r r❡t❛❧✐❛t✐♦♥✱ ❉❡♥❛♥t✲❇♦❡♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s ✭✷✵✵✽✮ ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡ ❤♦✇ s❡♥s✐t✐✈❡ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❡❛r❧✐❡r st✉❞✐❡s ✐s t♦ ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✭❡✳❣✳✱ ❨❛♠❛❣✐s❤✐✱ ✶✾✽✻✱ ♦r ❋❡❤r ❛♥❞ ●ä❝❤t❡r✱ ✷✵✵✵✮✳
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❲❤✐❧❡ t❤❡ ✭❡①♦❣❡♥♦✉s✮ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ st❛❣❡ ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t
s❡❡♠ t♦ ❜❡ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ✐♥ ♠♦st r❡❛❧✲✇♦r❧❞ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❡①✐st✐♥❣ ✭❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②✮
♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❝♦♠❢♦rt❛❜❧② r❡st❡❞ ♦♥ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡
♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ♠❛❦❡s ❛ ✜rst st❡♣ ✐♥ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♣♦s❡❞ ❜② t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛✲
♥❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❤② ❛ r❡t❛❧✐❛t✐✈❡ str❛t❡❣② ♠❛② ❜❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
❛♥ ✐t❡r❛t❡❞ s♦❝✐❛❧✲❞✐❧❡♠♠❛ ❣❛♠❡✿ ✐❢ ♣✉♥✐s❤❡rs st♦♣ s❛♥❝t✐♦♥✐♥❣ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣
❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛❢t❡r r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❢✉❧❧
❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡✐r ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛tt✐t✉❞❡✱ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ❞❡❢❡❝t♦rs ❝❛♥
r❡❛♣ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs✬ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢r❡❡ ♦❢ ♣✉♥✐s❤✲
♠❡♥t ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡
s❤♦✇ t❤❛t ♣✉♥✐s❤✐♥❣ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs st✐❧❧ ❝❛♥ ♣❧❛② t✇♦ r♦❧❡s✿ t❤❡② ❝❛♥ ❜r❡❛❦ ✉♣
❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ♦♠♥✐❧❛t❡r❛❧ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛✈❡ t❤❡ ✇❛② ❢♦r ❛ st❛❜❧❡ ♣♦❧✐♠♦r✲
♣❤✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♠♣r✐s❡❞ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❛ ♠✐① ♦❢ ❞❡❢❡❝t✐♥❣
t②♣❡s❀ ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣♦❧✐♠♦r♣❤✐❝
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐❢ ♠✉t❛t✐♦♥ ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡✳ ❲❤❛t ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❝❛♥♥♦t ❞♦✱ ✐♥ t❤❡
❝♦♥✜♥❡s ♦❢ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ❢✉❧❧✲❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐❢
t❤❡r❡ ✐s ❡✈❡♥ ❛ t✐♥② ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡✳

■♥ t❤❡ ♣❛st✱ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡
❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❤✉♠❛♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❦✐♥s❤✐♣ ✭❍❛♠✐❧t♦♥✱ ✶✾✻✹✮✱
r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❛❧tr✉✐s♠ ✭❚r✐✈❡rs✱ ✶✾✼✶✱ ♦r ❆①❡❧r♦❞ ❛♥❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✱ ✶✾✽✶✮✱ ❝♦st❧②
s✐❣♥❛❧✐♥❣ ✭❩❛❤❛✈✐✱ ✶✾✼✺✱ ♦r ●✐♥t✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮✱ ✐♥❞✐r❡❝t r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❛♥❞ r❡♣✲
✉t❛t✐♦♥ ✭❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ✶✾✼✾ ❛♥❞ ✶✾✽✼✱ ◆♦✇❛❦ ❛♥❞ ❙✐❣♠✉♥❞✱ ✶✾✾✽✱ ♦r ❖❤ts✉❦✐✱
■✇❛s❛✱ ❛♥❞ ◆♦✇❛❦✱ ✷✵✵✾✮✱ ❵❝✉❧t✉r❡✬ ✭❈❛✈❛❧❧✐✲❙❢♦r③❛ ❛♥❞ ❋❡❧❞♠❛♥✱ ✶✾✽✶✱ ♦r
❇♦②❞ ❛♥❞ ❘✐❝❤❡rs♦♥✱ ✶✾✽✺✮✱ ♥♦r♠s ✭❙✉❣❞❡♥✱ ✶✾✽✻✱ ♦r ❙❡t❤✐✱ ✶✾✾✻✮✱ ❣r♦✉♣ s❡✲
❧❡❝t✐♦♥ ✭❙♦❜❡r ❛♥❞ ❲✐❧s♦♥✱ ✶✾✾✽✮✱ ❛♥❞ str♦♥❣ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ✭●✐♥t✐s✱ ✷✵✵✵✱ ♦r
●✐♥t✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳✶ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ str♦♥❣ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ❧♦t ♦❢
❛tt❡♥t✐♦♥✱ ❛s ✐t ✐s ✉♥✐q✉❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛♥♦♥②♠♦✉s ❧❛❜♦r❛t♦r② s❡tt✐♥❣s ❡✈❡♥ ✇❤❡♥
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛②❡rs✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t
♠❛② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❞✐♥❣s✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ♦❢ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r❛❧ ❞✐s♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✏t♦ s❛❝r✐✜❝❡ r❡s♦✉r❝❡s t♦ ❜❡st♦✇ ❜❡♥❡✜ts ♦♥ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❜❡st♦✇❡❞
❜❡♥❡✜ts✑ ❛♥❞ ✏t♦ s❛❝r✐✜❝❡ r❡s♦✉r❝❡s t♦ ♣✉♥✐s❤ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❛r❡ ♥♦t ❜❡st♦✇✐♥❣
❜❡♥❡✜ts ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ s♦♠❡ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠✑✳✷ ■♥ ❛ ♣r✐s♦♥❡r✬s ❞✐❧❡♠♠❛ ♦r

✶❚❤❡ st✉❞✐❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛r❡ ♦♥❧② ♠❡❛♥t t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡❛r❧② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❋♦r
❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ✐s ❦✐♥❞❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦✱ ❡✳❣✳✱
t❤❡ ✇♦r❦s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❍❛♠♠❡rst❡✐♥ ✭✷✵✵✸✮✳

✷❋❡❤r ❛♥❞ ❍❡♥r✐❝❤ ✭✷✵✵✸✱ ♣✳✺✼✮❀ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❞✐♥❣s ♦❢ str♦♥❣
r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ✐s s❡❡♥ ❛s ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✭♦r ❜❡❤❛✈✐♦✉r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮
♦r ❛ str❛t❡❣②✱ ❝❢✳ ❙t❡♣❤❡♥s ✭✷✵✵✺✮✳

✷
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❛ ♣✉❜❧✐❝✲❣♦♦❞ ❣❛♠❡ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ s❡tt✐♥❣s
✇✐t❤♦✉t r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇✐t❤ r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✉♥❧❡ss✖✐♥
t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✖✐❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡r✭s✮ ✐s ✭❛r❡✮ ✐♥ ❜❛❞ st❛♥❞✐♥❣✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱
str♦♥❣ r❡❝✐♣r♦❝✐t② st✐♣✉❧❛t❡s t❤❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♦❢ ❞❡❢❡❝t♦rs ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ❛r❡
♣✉♥✐s❤♠❡♥t st❛❣❡s ❛♥❞ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ♣❧❛②❡rs✬ ❛♥♦♥②♠✐t②✳

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ t❤❛t ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t
❜❡ st❛❜✐❧✐s❡❞ ❡❛s✐❧② ✐♥ s✉❝❤ s❡tt✐♥❣s❀ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❝♦st❧② ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❝❛♥
❜❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤✉s s✉♣♣♦rt ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ s♦❝✐❡t✐❡s ❡✈❡♥ ✇❤❡♥
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥t❡r✲❣r♦✉♣ ❝♦♥✢✐❝t ✭❍❡♥r✐❝❤ ❛♥❞ ❇♦②❞✱ ✷✵✵✶✱ ❇♦✇❧❡s ❛♥❞ ●✐♥✲
t✐s✱ ✷✵✵✹✱ ❈❛r♣❡♥t❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ❈❛r♣❡♥t❡r✱ ✷✵✵✼✮✳ ❘❡❝❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡
❣♦♥❡ ♦♥ t♦ s❤♦✇ t❤❛t str♦♥❣ r❡❝✐♣r♦❝❛t♦rs ❝❛♥ ❡✈❡♥ ✐♥✈❛❞❡ ❛ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡
s♦❝✐❡t② ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❋♦✇❧❡r✱ ✷✵✵✺✱ ❍❛✉❡rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✈✐rt✉❛❧❧② ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s ❤❛s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ✐♥ ♠❛♥② r❡❛❧✲❧✐❢❡
s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ♣✉♥✐s❤❡❞ ♣❧❛②❡rs ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❣❡t ❜❛❝❦ ❛t t❤❡✐r
♣✉♥✐s❤❡rs✳ ❘❛t❤❡r✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈✐❡✇ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✲
♦♣❡r❛t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❛t ✏✇❤✐❧❡ ❢r❡❡ r✐❞❡rs ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② ♣✉♥✐s❤ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs✱
t❤❡② ❞♦ s♦ r❛r❡❧② ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t ✇❡ ❬❝❛♥❪ r❡str✐❝t t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t t♦
❝♦♦♣❡r❛t♦rs✳✑✸ ■❢ ❛t ❛❧❧✱ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣✉♥✲
✐s❤♠❡♥t st❛❣❡s r❡s❡r✈❡❞ t♦ s❛♥❝t✐♦♥ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ✭❍❡♥r✐❝❤ ❛♥❞ ❇♦②❞✱ ✷✵✵✶✮✳✹

❚❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ t♦ t❤❡ r✉❧❡ ❝♦♠❡s ❛s ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♣❛♣❡rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❏❛♥ss❡♥
❛♥❞ ❇✉s❤♠❛♥ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ❲♦❧✛ ✭✷✵✵✾✮ ✇❤♦ ❜♦t❤ s✐♠♣❧② ❛ss✉♠❡ r❡t❛❧✐❛t✐✈❡
❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥t♦ ❡①✐st❡♥❝❡✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t♦ ❥✉st✐❢② t❤✐s
❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② r❡t❛❧✲
✐❛t✐♦♥ ♠❛② ❛r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡ ✭❛♥❞ t❤❛t ✐t ❝❛♥♥♦t ❛r✐s❡ ✐♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥s
t❤❡② st✉❞②✮✱ ✐t r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❧❡❛r ✇❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s ❛❜♦✉t
t❤♦s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡t❛❧✐❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♠❛② ❜❡ ❛❞❛♣t✐✈❡✳

■♥ ❛ r❡❝❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❘❛♥❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ r❡♠♦✈❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤❛t
♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❜❡ t❛r❣❡t❡❞ ❛t ❞❡❢❡❝t♦rs t♦ q✉❡st✐♦♥ t❤❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✲❜❛s❡❞ ❡①✲
♣❧❛♥❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛❧t♦❣❡t❤❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❞♦ s♦ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t✱
✉♥❞❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ♣✉♥✐s❤✐♥❣ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❛❞❡❞ ❜②
❝♦♦♣❡r❛t♦rs ✇❤♦ ♣✉♥✐s❤ ❡✈❡r②❜♦❞② ❡❧s❡✖✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥
♠❛❦✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✖❛s t❤❡s❡ ✐♥✈❛❞❡rs ♦❜t❛✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❤✐❣❤❡r ♣❛②✲
♦✛ t❤❛♥ t❤♦s❡ t❤❡② ♣✉♥✐s❤✱ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❝♦♣✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♣❛②♦✛
❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ ■♥ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧✱ ♦♥❧② ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣✉♥✲
✐s❤♠❡♥t ♦❢ ❡✈❡r②❜♦❞② ❡❧s❡ ✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r✐❧② st❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②
t❡r♠s✱ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧ s✉❣❣❡sts ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✐s ♥♦t ❛❞❛♣t✐✈❡✱ ❛s t❤❡r❡

✸❈❛r♣❡♥t❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✱ ♣✳ ✹✵✾✮✱ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❜② t❤✐s ❛✉t❤♦r✳
✹❘❡❝❡♥t ❧❛❜♦r❛t♦r② ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉❣❣❡sts ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t st❛❣❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛❞❞✐✲

t✐♦♥❛❧ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❛♥❞ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥✱ ❜✉t r❛r❡❧② ❢♦r s❛♥❝t✐♦♥ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✱ ❡✳❣✳✱
◆✐❝❦❧✐s❝❤ ❛♥❞ ❲♦❧✛ ✭✷✵✶✶✮✳
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❛r❡ ♥♦ ❣❛✐♥s ❢r♦♠ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❣❡♥ts ♠❡r❡❧② ❞❡str♦② t❤❡✐r ♦✇♥ r❡s♦✉r❝❡s
t♦ ❞❡str♦② ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♦❢ ♦t❤❡rs✬ r❡s♦✉r❝❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s t❤❡ ♠❡r❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
♦❢ ♣✉♥✐s❤✐♥❣ ♦t❤❡rs✖✇❤✐❝❤ ✐♥ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t s✐t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❧✐❢❡ ✐♥ ❣r♦✉♣s ✇✐❧❧
❜❡ ❣✐✈❡♥✖r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t t♦ ❡♥s✉r❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ❧❡❛❞s
t♦ t❤❡ ❣❧♦♦♠② ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ♣r♦♣♦s❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❣✉♠❡♥t✱
s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ❜❡st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ r❡♣❡❛t❡❞
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✿ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ♣✉r♣♦s❡ ✐♥ t❤❡ ♣✉rs✉✐t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✳ ■❢
❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛ t✐♥② ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❣r♦✉♣ ❞❡❢❡❝ts✱ ❛♥❞ ✐❢ ♣✉♥✐s❤❡rs ❝❡❛s❡ t♦ ♣✉♥✐s❤ ✇❤❡♥ r❡t❛❧✐❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st✱
r❡t❛❧✐❛t♦rs ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✇❤❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❧♦♥❣
❡♥♦✉❣❤✳

✷ ❚❤❡ ❣❛♠❡

❆t ❡❛❝❤ ♠♦♠❡♥t ✐♥ t✐♠❡✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r♦✉♣s ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ N ✐♥✲
❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ●r♦✉♣s r❡♠❛✐♥
❝♦♥st❛♥t ❢♦r t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧②✲r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② π✳ ❚❤❡ st❛❣❡ ❣❛♠❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ st❛❣❡s✳ ■♥ st❛❣❡ 0✱ t❤❡ ❝♦♥✲
tr✐❜✉t✐♦♥ st❛❣❡✱ ❛❣❡♥ts ♣❧❛② ❛ s②♠♠❡tr✐❝ N ✲♣❡rs♦♥ ❜✐♥❛r② ♣✉❜❧✐❝✲❣♦♦❞ ❣❛♠❡✳
❆ ❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣❧❛②❡r ✐♥❝✉rs ❛ ♥❡t ❝♦st ♦❢ c t♦ ❝♦♥✈❡② ❛ ❜❡♥❡✜t ♦❢ b/(N − 1)
t♦ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣✱ ✇❤❡r❡ 0 < c < b✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❞❡❢❡❝t✐♥❣
♣❧❛②❡r ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝✉r ❛♥② ❝♦st ♥♦r ❝♦♥✈❡② ❛♥② ❜❡♥❡✜t✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱
♣❧❛②❡rs ♠❛② ♣✉♥✐s❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✐♥❝✉rr✐♥❣ ❛ ❝♦st ♦❢ k ❛♥❞ ❝❛✉s✐♥❣ ❛ ❞❛♠❛❣❡
♦❢ p ❢♦r t❤❡ ♣❧❛②❡r ♣✉♥✐s❤❡❞✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ st❛❣❡✱ ✜♥❛❧❧②✱ ♣✉♥✐s❤❡❞ ♣❧❛②❡rs ♠❛②
r❡t❛❧✐❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ k : p ♣✉♥✐s❤♠❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❘❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♦r ❧❡❛r♥✲
✐♥❣✱ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡
r❡♣❧✐❝❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s ✭❚❛②❧♦r ❛♥❞ ❏♦♥❦❡r✱ ✶✾✼✽✮✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ xi

♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t t②♣❡ i ❡✈♦❧✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

xi(τ + 1) =
u0 + ui (x(τ)) · xi(τ)

u0 +
∑

∀j uj (x(τ)) · xj(τ)
, ✭✶✮

✇❤❡r❡ u0 ✐s ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t✬s ❜❛s❡❧✐♥❡ ✜t♥❡ss ❛♥❞ ui (x(τ)) ✐s ❛♥ i✲❛❣❡♥t✬s ❛✈❡r❛❣❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✜t♥❡ss✱ ♦r ♣❛②♦✛✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ t❤❡ t②♣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ x(τ)✱ ❛t t✐♠❡ τ ✳

✷✳✶ ❙tr❛t❡❣✐❡s ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥

❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ str❛t❡❣✐❡s✖❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱
♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❣❡♥t✲t②♣❡s✖✐♥ ❛ ♣✉❜❧✐❝✲❣♦♦❞ ❣❛♠❡ t❤❛t ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥✜♥✐t❡❧②
✭❛❧❜❡✐t ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ❡♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❜♦t❤ ❢♦r ♣✉♥✐s❤♠❡♥t
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♦❢ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ st❛❣❡ ❛♥❞ ❢♦r r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st s✉❝❤
♣✉♥✐s❤♠❡♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡str✐❝t ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❛❧❧
♣♦ss✐❜❧❡ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐st ♣r❡s❡♥ts ❛ r❡❞✉❝❡❞ s❡t ♦❢ ❛❣❡♥t✲t②♣❡
❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❵r❡❝r✉✐t✬ t❤❡ ❢♦✉r t②♣❡s ♠❛❦✐♥❣ ✉♣
♦✉r ♠♦❞❡❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

D ♥❡✈❡r ❝♦♦♣❡r❛t❡s✱ ♥❡✈❡r ♣✉♥✐s❤❡s✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❝t t♦ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✳
❚❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❢❡❝t♦r✲t②♣❡❀

R ♥❡✈❡r ❝♦♦♣❡r❛t❡s✱ ❛❧✇❛②s r❡t❛❧✐❛t❡s✳ ❚❤❡ R✲t②♣❡ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ♣✉♥✐s❤❡❞ ❞❡❢❡❝t♦rs ♠❛② r❡t❛❧✐❛t❡✱ ❛s ❛♠♣❧❡ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉❣❣❡sts ♠❛♥② ❞♦ ✭❡✳❣✳✱ ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s✱ ✷✵✵✽✮❀

Tn ❛ ♥✐❝❡ t✐t✲❢♦r✲t❛t t②♣❡ ✇❤♦ ❛❧✇❛②s ❝♦♦♣❡r❛t❡s ✐❢ ❛t ❧❡❛st n ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs
❝♦♦♣❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ st❛❣❡ ❣❛♠❡✱ ❛♥❞ ❞❡❢❡❝ts✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ Tn✬s
♥❡✈❡r ♣✉♥✐s❤ ❛♥❞ r❡✈❡rt t♦ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♣✉♥✐s❤❡❞✳✺ Tn✲t②♣❡s ✇❡r❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❏♦s❤✐ ✭✶✾✽✼✮ ❛♥❞ ❇♦②❞ ❛♥❞ ❘✐❝❤❡rs♦♥ ✭✶✾✽✽✮❀

P ❛❧✇❛②s ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ❛♥❞ ❛❧✇❛②s ♣✉♥✐s❤❡s ❛♥② ♥♦♥✲❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ ♣❧❛②❡r✳
❊❛r❧② tr❡❛t♠❡♥ts ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❞❛t❡ ❜❛❝❦ ❛t ❧❡❛st t♦ ❆①❡❧r♦❞
✭✶✾✽✻✮❀

DTn st❛rts ❜② ❞❡❢❡❝t✐♥❣✱ s✇✐t❝❤✐♥❣ t♦ Tn ♦♥❧② ♦♥❝❡ ♣✉♥✐s❤❡❞✳ DTn✲t②♣❡s ❛r❡
str❛✐❣❤t✲❢♦r✇❛r❞ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❧✉❝t❛♥t✲❝♦♦♣❡r❛t♦r t②♣❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ❜② ❇♦②❞ ❛♥❞ ❘✐❝❤❡rs♦♥ ✭✶✾✾✷✮❀

PTn ❛❝ts ❧✐❦❡ ❛ P ✲t②♣❡ ✉♥❧❡ss r❡t❛❧✐❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st❀ t❤❡♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s✇✐t❝❤❡s
t♦ ❜❡❤❛✈✐♥❣ ❧✐❦❡ ❛ Tn✲t②♣❡ ✭✐❢ r❡t❛❧✐❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st ✐♥ st❛❣❡ ❣❛♠❡ τ ✱ t❤❡
♥❡①t ♠♦✈❡ ✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ ♦t❤❡rs✬ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ st❛❣❡ ❣❛♠❡ τ ✱ t♦♦✮❀
PTn✲t②♣❡s ✭✐✮ ♠❛② ❜❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ R✬s✖❛♥❞ ♠♦r❡ ❛❞❛♣✲
t✐✈❡ t❤❛♥ P ✬s✱ ❛s ❛r❣✉❡❞ ❜❡❧♦✇✖❛♥❞ ✭✐✐✮ ♠❛② ❜❡ t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r r❡t❛❧✐✲
❛t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r t♦ ❛♣♣❡❛r✱ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❇♦②❞ ❛♥❞
❘✐❝❤❡rs♦♥✬s ✭✶✾✾✷✮ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡② ❛❧s♦ ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❵s❡♠✐✲
t✐♠✐❞✬ ♣✉♥✐s❤❡r t②♣❡❀

PD ❛❝ts ❧✐❦❡ ❛ P ✲t②♣❡ ✉♥❧❡ss r❡t❛❧✐❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st❀ t❤❡♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s✇✐t❝❤❡s
t♦ ❜❡❤❛✈✐♥❣ ❧✐❦❡ ❛ D✲t②♣❡❀ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ PTn✬s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡s t♦ PD✬s✳

✺❚❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ t♦ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✇❛s ❛❞❞❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛s ✐t ✐s ♥♦t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♠♦❞❡❧s❀ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ♦✉r ♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧✳

✺
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✷✳✷ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ t②♣❡ ❝❤♦✐❝❡

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ r❡str✐❝t
t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣r♦✉♣s ♦❢ N = 3 ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡
❣❛♠❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞r❛✇ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t (N−2)

(N−1)
b > c✱

♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣ t②♣❡s ✇❤♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡
❞❡❢❡❝t✐♥❣ ♣❧❛②❡r st✐❧❧ ❞❡r✐✈❡ ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❚❤✐s ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ ❣r♦✉♣s ♦❢
✸❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦❜✈✐♦✉s r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s
♣❛♣❡r s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❝❛rr② ♦✈❡r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② t♦ ❧❛r❣❡r ❣r♦✉♣s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ♦✉r
s❡❝♦♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ s❡❡♠s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✉♥r❡❛❧✐st✐❝✳ ❆s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ s❦❡t❝❤
❛ ♠♦❞❡❧ ✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ N ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

❙✐♠✐❧❛r t♦ ❇♦②❞ ❛♥❞ ❘✐❝❤❡rs♦♥ ✭✶✾✾✷✮✱ ✇❡ ❞✐sr❡❣❛r❞ ♣✉r❡ ❞❡❢❡❝t♦rs ✐♥
❢❛✈♦✉r ♦❢ ♦t❤❡r t②♣❡s t❤❛t st❛rt ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❜✉t s✉❜s❡q✉❡♥t❧② r❡❛❝t t♦ ♣✉♥✲
✐s❤♠❡♥t ✐♥ ❡✐t❤❡r ♦❢ t✇♦ ✇❛②s✿ ❜② ❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t st❛❣❡ ❣❛♠❡ ♦r ❜②
r❡t❛❧✐❛t✐♥❣✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ t②♣❡ t❛①♦♥♦♠② ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ D✬s ❜② DTn✬s✱
♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ R✲t②♣❡s✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r✳✻ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡
P ✲t②♣❡ ❛s ✐t ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② PT0✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣
✭✐❢ ♦♥❧② ❛❢t❡r ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✮ T0 ❛♥❞ DT0 ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② T1 ❛♥❞ DT1✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳✼ ❲❡ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ PT0✬s ❢♦r ❛ s✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡
✐s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ PT0 ❞♦❡s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛ PT1✱ ♥❛♠❡❧② ✇❤❡♥
♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ DT1 ❛♥❞ ❛ R✲❛❣❡♥t❀ ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♠❛t❝❤✐♥❣s✱ t❤❡ PT0 ❞♦❡s
♦♥❧② ❡q✉❛❧❧② ✇❡❧❧ ♦r ✇♦rs❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧② ❞✐sr❡❣❛r❞ t❤❡ PD✲t②♣❡
❛s ✐t ✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ PTN−1✲t②♣❡ ✉♥❞❡r t❤❡ str❛t❡❣② s❡t
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❧❡❢t ✇✐t❤ s❡✈❡♥ ❛❣❡♥t t②♣❡s✱ R✬s ❛♥❞ t❤r❡❡ t②♣❡ ♣❛✐rs ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡✐r str❛t❡❣② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✿ T1 ❛♥❞ T2✱
DT1 ❛♥❞DT2✱ ❛♥❞ PT1 ❛♥❞ PT2✳ ❚♦ ❛rr✐✈❡✱ ✜♥❛❧❧②✱ ❛t ❛ tr❛❝t❛❜❧❡ str❛t❡❣② s❡t✱
❧❡t ✉s ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ♦♥❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛✐r✳ ❋♦r DTn✬s✱ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣
DT2 s❡❡♠s ❧✐❦❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤♦✐❝❡✱ ❢♦r ❛ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r
PT0✬s ❛❜♦✈❡✿ ✉♥❞❡r ♠❛♥② ♠❛t❝❤✐♥❣s✱ DT1 ❛♥❞ DT2 ❞♦ ❡q✉❛❧❧② ✇❡❧❧❀ ✉♥❞❡r ❛
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣s✱ DT1 ❞♦❡s ❜❡tt❡r❀ ❛♥❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❛ PT2

❛♥❞ ❛♥ R✲❛❣❡♥t✱ t❤❡ DT2 ❞♦❡s ❜❡tt❡r✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❛ ❣r♦✉♣ ✇✐t❤ ❛ PT1 ❛♥❞ ❛♥

✻❇♦②❞ ❛♥❞ ❘✐❝❤❡rs♦♥ ✭✶✾✾✷✱ ♣✳✶✼✼✮ ❥✉st✐❢② t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✱ ❜② ❛♥ ✏❛❜✉♥❞❛♥t
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ♦r❣❛♥✐s♠s ❞♦ r❡s♣♦♥❞ t♦ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✱✑ ❛♥❞ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t t❤❛t
t❤✐s ♠❡r❡❧② ✐s ❛ ❜❡st ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❜r✐❡✢② r❡✲✐♥tr♦❞✉❝❡ ♣✉r❡
❞❡❢❡❝t♦rs ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡①❝❧✉❞❡❞ t②♣❡s✳

✼❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛r❡ ✇❡❛❦✱ ❛♥❞
❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ❞r✐✈❡♥ t♦ ❡①t✐♥❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❧♦♥❣
❛s ✇❡ ❛r❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ✐♥t❡r✐♦r s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛t❤s✱ ✐✳❡✳✱ ♣✉♥✐s❤✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ t②♣❡s st✐❧❧ ♦❝❝✉r✱ D✬s✱ P ✬s✱ T0✬s✱ ❛♥❞ DT0✬s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛❣❛✐♥st ♠♦r❡
str♦♥❣❧② t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ DTN−1✲✱ PT0✲✱ T1✲✱ ❛♥❞ DT1✲t②♣❡s✳

✻
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R✲❛❣❡♥t✱ ❡✐t❤❡r t②♣❡ ♠❛② ❞♦ ❜❡tt❡r✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤♦✐❝❡s ✭❛♥❞
t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ PT1 ❛♥❞ t❤❡ DT1✮✳
❆ s❡♥s✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ Tn✲ ❛♥❞ t❤❡ PTn✲t②♣❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐s ❧❡ss
♦❜✈✐♦✉s✳ ❚❤❡ ❡❛r❧② ✇♦r❦s ♦❢ ❏♦s❤✐ ✭✶✾✽✼✮ ❛♥❞ ❇♦②❞ ❛♥❞ ❘✐❝❤❡rs♦♥ ✭✶✾✽✽✮ ❤❛✈❡
s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥ ❛ ✇♦r❧❞ ♦❢ ♦♥❧② Tn✲t②♣❡s ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✇✐t❤ D✬s✱ t❤❡ ♦♥❧② st❛❜❧❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✲❝♦♦♣❡r❛t♦r t②♣❡ ✐s TN−1 ✭❣✐✈❡♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r t②♣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞
❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡❢❡❝t♦r✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ ❣♦ ♦♥ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r
TN−1 t♦ ✐♥✈❛❞❡ ❛ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡①tr❡♠❡✳ ❚✇♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡
♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧ s✉❣❣❡st ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♠❛② ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✿ ♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✇❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛♥❞ ❞❡❢❡❝t♦r t②♣❡s ♠❛② r❡❛❝t t♦
❜❡✐♥❣ s❛♥❝t✐♦♥❡❞❀ s❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣♦s✐t❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠✉t✉❛❧ ❜❡♥❡✜t
❢r♦♠ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ (N − 1) ♣❧❛②❡rs ❝♦♦♣❡r❛t❡✳ ❚❤❡
❧❛tt❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❞✐❞ ♥♦t ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r st✉❞✐❡s✱ ❛s ❞❡❢❡❝t♦r t②♣❡s
✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜❡ ❜❡tt❡r ♦✛❀ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣✉♥✐s❤✐♥❣ t②♣❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❛②
❝❤❛♥❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ❢♦r❣♦♥❡ ❜② TN−1✬s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❤✐❣❤❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣
❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♠❛② ♥♦✇ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ ✇❡
✇❡r❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❡rr♦rs✖✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❢r❛✐♥ ❢r♦♠ ❢♦r tr❛❝t❛❜✐❧✐t②✖TN−1✬s ✇♦✉❧❞
❛❧✇❛②s ❜❡ ✐♥✈❛❞❡❞ ❜② TN−2✬s✱ ❢♦r ♠✉❝❤ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥ ❛s ❚✐t✲❢♦r✲❚❛t ♣❧❛②❡rs
❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❛❞❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦✲♣❧❛②❡r ❝❛s❡✳✽ ❋♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡❛s♦♥s✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇✐❧❧
❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❧❡ss ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ TN−2 ❛♥❞ PTN−2 ✭✐✳❡✳✱ T1 ❛♥❞ PT1✮ t②♣❡s✳ ■♥
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ (P )T2✲t②♣❡s ❝❛♥♥♦t ✐♥✈❛❞❡ ❛♥② ♦❢ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳ ❚♦ r❡❝❛♣✐t✉❧❛t❡✱ t❤❡ ❛❣❡♥t t②♣❡s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ t❤❡ ♣✉♥✐s❤✐♥❣ ❝♦♦♣❡r❛t♦r PT1✱ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t♦r T1✱ t❤❡ r❡❧✉❝t❛♥t ❝♦♦♣❡r❛t♦r DT1✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣
❞❡❢❡❝t♦r R✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ st❛t❡s ❛s x = (xp, xt, xd, xr)✱ ✇❤❡r❡
✐♥❞❡❝❡s p, t, d, ❛♥❞ r ✐♥❞✐❝❛t❡ PT1✱ T1✱ DT1✱ ❛♥❞ R✲t②♣❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✷✳✸ P❛②♦✛s ❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛

❍❛✈✐♥❣ s♣❡❝✐✜❡❞ t❤❡ ❣❛♠❡ ❛♥❞ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇❡ ♥❡①t ❞❡r✐✈❡
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ str❛t❡❣②✳ ❯s✐♥❣ t❛❜❧❡ ✶✱ ✐t ✐s

✽❙❡❡ ◆♦✇❛❦ ❛♥❞ ❙✐❣♠✉♥❞ ✭✶✾✾✸✮✳

✼



✷ ❚❍❊ ●❆▼❊

❚❛❜❧❡ ✶✿ ▼❛t❝❤✐♥❣ t❛❜❧❡

i1 i2 i3 prob(i2, i3|i1) u(i1|i2, i3) u(i2|i1, i3) u(i3|i1, i2)
T1 T1 T1 x2

t
b−c
1−π

T1 T1 R 2xtxr
b/2−c
1−π

b
1−π

T1 T1 DT1 2xtxd
b/2−c
1−π

b
1−π

T1 T1 PT1 2xtxp
b−c
1−π

b−c
1−π

T1 R R x2
r −c b

2

T1 R DT1 2xrxd −c b
2

b
2

T1 R PT1 2xrxp
b/2−c
1−π b− p− k + π b/2

1−π
b
2 − c− k − p+ π b/2−c

1−π

T1 DT1 DT1 x2
d −c b

2

T1 DT1 PT1 2xdxp
b
2 − c+ π b−c

1−π b− p+ π b−c
1−π

b
2 − c− k + π b−c

1−π

T1 PT1 PT1 x2
p

b−c
1−π

b−c
1−π

R R R x2
r 0

R R DT1 2xrxd 0 0

R R PT1 2xrxp
b
2 − p− k −c− 2k − 2p

R DT1 DT1 x2
d 0 0

R DT1 PT1 2xdxp
b
2 − p− k + π b/2

1−π
b
2 − p+ π πb/2−c

1−π2 −c− 2k − p+ π b/2−πc
1−π2

R PT1 PT1 x2
p b− 2p− 2k + π b

1−π
b
2 − p− k + π b/2−c

1−π

DT1 DT1 DT1 x2
d 0

DT1 DT1 PT1 2xdxp
b
2 − p+ π b−c

1−π −c− 2k + π b−c
1−π

DT1 PT1 PT1 x2
p b− 2p+ π b−c

1−π
b
2 − c− k + π b−c

1−π

PT1 PT1 PT1 x2
p

b−c
1−π

◆♦t❡✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇✐t❤ i2 ❛♥❞ i3 ❜❡✐♥❣ ❢♦❝❛❧ ❛r❡ ♦♠♠✐tt❡❞ ❢♦r ❜r❡✈✐t②✳ P❛②♦✛s
❢♦r i2 ✭❛♥❞ i3✮ ❛r❡ ♦♥❧② ❣✐✈❡♥ ✇❤❡r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ i1 ✭i2✮✳

t❡❞✐♦✉s ❜✉t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛②♦✛ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

u(R,x) = b
(

xt + xp +
π

1−π
[(xt + xp)

2 + xpxd)]
)

− 2(k + p)xp

u(DT1,x) = b
(

xt + xp +
π

1−π

[

(xt + xp)
2 + xp(2xd +

π
1+π

xr)
])

− 2pxp−
− πc

1−π

(

2xp − x2
p − π

1+π
2xpxr

)

u(T1,x) = b
1−π

(xt + xp + πxdxp)− c
1−π

(1− π [1− xt(2− xt)− xp(2− xp) + 2xpxt])

u(PT1,x) = b
1−π

(

xt + xp + π
[

xd(xt + xp + xd +
xr

1+π
)
])

− 2kxd − 2(k + p)xr−
− c

1−π

(

1− π
[

1− xt(2− xt)− xp(2− xp) + 2xpxt − xd(xd + 2 π
1+π

xr)
])

,

✭✷✮

✽



✷ ❚❍❊ ●❆▼❊

✇❤❡r❡ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥❞❡① τ ✐s ❞r♦♣♣❡❞ ❢♦r ❧❡❣✐❜✐❧✐t②✳
❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ✇❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s❡❡ t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡

❢♦✉r str❛t❡❣✐❡s s❡❧❡❝t❡❞ ✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r✐❧② st❛❜❧❡✿ R✬s ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ✐♥✈❛❞❡❞
❜② ♥❡✉tr❛❧ ❞r✐❢t ❜② DT1✬s ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛❀ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s tr✉❡ ❢♦r PT1✬s ❛♥❞
T1✬s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣✉♥✐s❤❡r t②♣❡s✱ T1✬s ❝❛♥ ❜❡
✐♥✈❛❞❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r ❞❡❢❡❝t✐♥❣ t②♣❡✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ T1✬s ❝❛♥ ✐♥✈❛❞❡ ❛♥② ♦❢
t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ t②♣❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥② ♠✐① t❤❡r❡♦❢✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② π ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ ✉♥✐t②❀ t❤❡ ❧♦✇❡r π✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ T1✬s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♥✈❛❞❡ ✉♥t✐❧ ✐♥✈❛s✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❛❧t♦❣❡t❤❡r✳
❚❤❡ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ t②♣❡s✬ ✐♥✈❛s✐♦♥ ❜❛rr✐❡r ❛❣❛✐♥st T1✬s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

x̂crit
t =

b− 2c−
√

b2 − 4c[b− c]/π

2(b− c)
, ✭✸✮

✇❤✐❝❤ ❡①✐sts ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② π ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✬s
❜❡♥❡✜t✲t♦✲❝♦st r❛t✐♦ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✳✾ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✲❝♦♦♣❡r❛t♦r t②♣❡ t♦ ✐♥✈❛❞❡ ❛ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡
❢♦r♠❡r✬s ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❢✉t✉r❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣r❡❞♦♠✐✲
♥❛♥t❧② ♦♥ t❤❡✐r ❧✐❦❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♦♥❧② ♣❛② ✐❢ ❢✉t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧②
❧✐❦❡❧②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ PT1✬s ❝❛♥♥♦t ✐♥✈❛❞❡ R✬s ✇❤✐❧❡ t❤❡② ❝❛♥ ✐♥✈❛❞❡
DT1✬s✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡✐r ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥t♦ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛♥
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♦✉t✇❡✐❣❤❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❜❡♥❡✜ts✿

c+ 2k < π
b− c

1− π
. ✭✹✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t t❤❛t ✐s ❝♦✉♥t❡r✐♥✲
t✉✐t✐✈❡ ♦♥❧② ❛t ✜rst s✐❣❤t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② π ❡①❝❡❡❞s πmax = 2p+2k−c
2p+2k

✱
♥❡✐t❤❡r ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ str❛t❡❣② ✐s st❛❜❧❡ ❛❣❛✐♥st ✐♥✈❛s✐♦♥ ❜② s♦♠❡ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ t②♣❡✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✭✷✮✱ ❛♥❞ ❛s ♥♦t❡❞ ❛❜♦✈❡✱

u (T1, (0, 1− ε, ε, 0))−u (DT1, (0, 1− ε, ε, 0)) = −(1− ε2π)c− ε(1− ε)πb

1− π
,

✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✉♥❞❡r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ π ❢♦r s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ε✳ PT1✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ✐s st❛❜❧❡ ❛❣❛✐♥st ✐♥✈❛s✐♦♥ ❜② R ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

u(PT1, (1− ε, 0, 0, ε))− u (R, (1− ε, 0, 0, ε))) =

2(k + p)(1− 2ε)− (1−ε2π)c−ε(1−ε)πb
1−π

> 0.
✭✺✮

▲❡tt✐♥❣ ε ❣♦ t♦ ✵ ❛♥❞ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ t❤❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

✾❋♦r s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✱ ❝❢✳ ❏♦s❤✐ ✭✶✾✽✼✮ ❛♥❞ ❇♦②❞ ❛♥❞ ❘✐❝❤❡rs♦♥ ✭✶✾✽✽✮✳

✾
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❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r ✇❤② ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② π ❧❡❛❞s t♦ ♣✉♥✐s❤✐♥❣
❝♦♦♣❡r❛t♦rs ❜❡✐♥❣ ✐♥✈❛❞❡❞ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ✇❤② ♣✉♥✐s❤❡rs ❝❛♥ ✐♥✈❛❞❡ ❛ ♣♦♣✲
✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❧✉❝t❛♥t ❝♦♦♣❡r❛t♦rs✳ ❊✐t❤❡r t②♣❡ ✐♥❝✉rs ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❝♦sts ✐♥ t❤❡
✜rst st❛❣❡ ❣❛♠❡ t♦ r❡❛♣ ❢✉t✉r❡ ❜❡♥❡✜ts✿ t❤❡ ♣✉♥✐s❤❡r ❜② ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❝♦♦♣❡r❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡t❛❧✐❛t♦r ❜② ❝✉rt❛✐❧✐♥❣ ❜❡✐♥❣ s❛♥❝t✐♦♥❡❞✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ♣✉♥✐s❤❡rs
r❡s✐st ✐♥✈❛s✐♦♥ ❜② r❡t❛❧✐❛t♦rs ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣✖
❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡✖❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ st❛❣❡ ❣❛♠❡s ✐s ❧❡ss ❝♦st❧② t❤❛♥ ✐♥✲
❝✉rr✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡✲t✐♠❡ ❝♦st ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♣✉♥✐s❤❡❞ ❛♥❞ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣❀ t❤❛t ✐s✱ ✐❢

c

1− π
< 2(p+ k). ✭✻✮

❋✐♥❛❧❧②✱ DT1✬s ❝❛♥♥♦t ✐♥✈❛❞❡ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ PT1✬s ❛s ❧♦♥❣ ❛s

c < 2p. ✭✼✮

❚❤✐s ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❣❛♠❡✱ ♣✉♥✐s❤❡rs ❤❛✈❡ ✐♥❞✉❝❡❞
DT1✬s t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡✱ s♦ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣❛②♦✛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡
❣❛♠❡ ♦♥❀ ❢✉rt❤❡r✱ ✐❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ ✐s ❧❡ss ❝♦st❧② t❤❛♥ ❜❡✐♥❣ ♣✉♥✐s❤❡❞ ❜② ❛❧❧
♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs✱ t❤❡♥ ✐t ♣❛②s ♥♦t t♦ tr② ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❣❛♠❡ ✇❤❡♥
❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ♣✉♥✐s❤❡rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✼✮ ♠❛② ✐♠♣❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✭✻✮ ✐❢ π < k/(k + p)✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧② s♣❡❛❦s ♦❢ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❡♥❝♦✉♥t❡r ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ✉♥❧✐❦❡❧②✱ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ❞♦❡s
♥♦t ♣❛②✱ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢✉t✉r❡ ❣❛✐♥s ❢r♦♠ ✉♥♣✉♥✐s❤❡❞ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❛r❡
❝❧♦s❡ t♦ ♥✐❧✳ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ❢✉t✉r❡
❡♥❝♦✉♥t❡rs ❜❡✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧✐❦❡❧②✱ s♦ t❤❛t ✭✻✮ ✐♠♣❧✐❡s ✭✼✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❆ss✉♠❡ c < 2p✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ PT1✕T1

❝♦♥t✐♥✉✉♠ t❤❛t ❛r❡ st❛❜❧❡ ❛❣❛✐♥st ✐♥✈❛s✐♦♥ ❜② ❜♦t❤ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ t②♣❡s ✐s ♥♦♥❡♠♣t②
❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜② x

NE
C =

{

(1 − θ(1 − xp), θ(1 − xp), 0, 0)|θ ∈ [0, 1)
}

, ✇❤❡r❡ xp =
max{c/[(1− π)(2k + 2p)], c/2p}✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

π

{

< 2p+2k−c
2p+2k

, b ≤ 2c
π
, ❛♥❞

≤ 2p+2k−c
2p+2k

, ♦t❤❡r✇✐s❡✳
✭✽✮

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ PT1✕T1 ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ❛❧❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s
♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ b−c

1−π
✳ ❊q✉❛t✐♥❣ u(R, (x′

p, 1− x′

p, 0, 0)) ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

✭✷✮ ✇✐t❤ b−c
1−π

❣✐✈❡s x′

p = c/[(1−π)(2k+2p)]❀ ❢♦r u(DT1, (x
′′

p, 1−x′′

p, 0, 0)) =
b−c
1−π

✱

✇❡ ♦❜t❛✐♥ x′′

p = c/2p✳ ✭✽✮ ❛♥❞ c < 2p ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ xNE
C ✳ ❇② t❤❡

♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ ❞❡❢❡❝t♦r ♣❛②♦✛s ❛❧♦♥❣ t❤❡ PT1✕T1 ✈❡rt❡①✱ ❛♥② ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢
♣✉♥✐s❤❡rs ❛❜♦✈❡ xp ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❧♦✇❡r ♣❛②♦✛ ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ❡♥tr❛♥ts✳

■❢ π > 2p+2k−c
2p+2k

, ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❡♥s✉r❡s xNE
C = ∅✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ π = 2p+2k−c

2p+2k
✱

❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜✐❧✐t② ♦❢ x
NE
C = {(1, 0, 0, 0)} ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡①❛❝t b✲t♦✲c

✶✵
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r❛t✐♦✿ ✐❢ ε = 0✱ u(PT1,x
NE
C )−u(R,xNE

C ) = 0❀ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞
s✐❞❡ ♦❢ ✭✺✮ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ε ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✿

−2c+ πb− 2επ(b− c) < 0, ✭✾✮

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ c
1−π

= 2(p + k) ❛♥❞ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦♥❧② ✐❢

b > 2c
π
✐s t❤❡r❡ ❛♥ ε s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② ε✱ 0 < ε < ε✱ ②✐❡❧❞s u(PT1, (1−ε, 0, 0, ε))−

u (R, (1− ε, 0, 0, ε))) > 0✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❵❢✉❧❧②✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡✬ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛♥❞ ❞❡✲
❧✐♥❡❛t❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡✐r ❡①✐st❡♥❝❡✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♣r♦s♣❡❝ts ❢♦r
❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ♥❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦sts c ❛♥❞ t❤❡ str♦♥❣❡r
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛❝t✐♦♥✳ ❊✈✐❞❡♥t❧②✱ t❤❡ ❵❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡✬ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② s❡t ♦❢ ✭♥❡✉tr❛❧❧②✮ st❛✲
❜❧❡ st❛t❡s✿ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❵❞❡❢❡❝t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✬ xNE

D =
{

(0, 0, δxd, 1− δxd)|
δ ∈ [0, 1)

}

, ✇❤❡r❡ xd ✐s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢DT1✬s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ PT1✬s ❞♦ ♥♦t
♦❜t❛✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛②♦✛✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝❛♥♥♦t ✐♥✈❛❞❡ t❤❡ ♠✐① ♦❢ r❡t❛❧✐❛t♦rs
❛♥❞ r❡❧✉❝t❛♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs✳✶✵

❯♥❧❡ss t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✉♥✐t② ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ T1✬s ❝♦✉❧❞
✐♥✈❛❞❡ ❞❡❢❡❝t♦rs✮✱ ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
t❤❛t ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛✇❛② ❢r♦♠ ❛♥② ♣♦✐♥t ❜✉t t❤❡ ❡♥❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡s❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ r❡✈❡rt✐♥❣ t♦ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
t❤❛t ✐s ♥♦t t♦♦ ❢❛r ❛✇❛②✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s st❛❜✐❧✐t② ✐s t❤❛t ♥❡❛r t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐♥❣
❝♦♠♣♦♥❡♥t xNE

D ✱ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦st❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦ ❢❡✇ ♣✉♥✐s❤❡rs
✭✐✳❡✳✱ u(R,x) ≈ u(DT1,x)✮ ✇❤✐❧❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ r❡t❛❧✐❛t♦rs ✭✐✳❡✳✱ u(PT1,x) < u(R,x)❀ T1✬s ❝❛♥♥♦t ✐♥✈❛❞❡✱ ❛♥②✇❛②✮❀ ♥❡❛r
t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t xNE

C ✱ ❧✐tt❧❡ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ❜❡✐♥❣
❛ ♣✉♥✐s❤❡r ✐s ♥♦t ❝♦st❧② ✭✐✳❡✳✱ u(PT1,x) ≈ u(T1,x)✮✱ ✇❤✐❧❡ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦st❧②
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉♥✐s❤❡rs ✭✐✳❡✳✱ u(R,x) < u(DT1,x) < u(PT1,x)✮✳
❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ❜② ✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥✈❛❞❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡
♣✉r❡ str❛t❡❣② ❜❡✐♥❣ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❝♦st❧② t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♣✉r❡ str❛t❡❣② ❝♦♥✲
t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t✐♠❡ r❛t❡s ✐♥ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t♦r
❞②♥❛♠✐❝✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ♠♦✈❡s ❜❛❝❦ t♦✇❛r❞s t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡q✉✐✲
❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✉♥❧❡ss ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡

✶✵❚❤✐s ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ xd = −p(1−π2)+π(b/2−πc)
π2b−πc(1−π) +

√

(

p(1−π2)+π(b/2−πc)
π2b−πc(1−π)

)2

+ (1−π2)(c+2k+2p)
π2b−πc(1−π) ✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐sts✿ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s ♥❡❣❛✲

t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ p(1−π2)✱ b/2−πc✱ ❛♥❞ π2b−πc(1−π) ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✿ ♦❜✈✐♦✉s❧②✱ p(1−π2) > 0❀
b/2−πc > 0 ❜❡❝❛✉s❡✱ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ (N − 2)b/(N − 1) > c❀ ❛♥❞ π2b > πc(1−π) ❜❡❝❛✉s❡✱
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢r♦♠ ✭✹✮✱ π2b > πc+2πk(1−π)✱ ❛♥❞✱ ✐♥ t✉r♥✱ πc+2πk(1−π) > πc(1−π)✳ ❋r♦♠
t❤❡r❡✱ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t xd > 0❀ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✮ ❛❧s♦ ❡♥s✉r❡s xd < 1✳

✶✶
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❝♦♠♣♦♥❡♥t✬s ❡♥❞✲♣♦✐♥t✳✶✶

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛t t❤❡ ♦✉ts❡t s✉❣❣❡sts
t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❛♥♦t❤❡r st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡
s✉❝❤ t❤❛t s♦♠❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠❛ss ♦❢ T1✬s ❝❛♥ ✐♥✈❛❞❡ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥✲
✈❡rs❡❧②✱ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ✐♥✈❛❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❡♥ t❤❡r❡
♠✉st ❜❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦t❤❡r s❡t ♦❢ st❡❛❞② st❛t❡s xM =

{

(0, x̂NE
t , ρ(1−x̂NE

t ), (1−
ρ)(1− x̂NE

t ))|ρ ∈ [0, 1]
}

✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ T1✬s ❝♦❡①✐sts ✇✐t❤ ❛✖♣♦ss✐❜❧②
❞❡❣❡♥❡r❛t❡✖♠✐① ♦❢ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ t②♣❡s✳✶✷ ❚❤✐s s❡t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

x̂NE
t =

b− 2c+
√

b2 − 4c[b− c]/π

2(b− c)
. ✭✶✵✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❆ss✉♠❡ c < 2p✳ ■❢ x̂NE
t =

b−2c+
√

b2−4c[b−c]/π

2(b−c)
❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥

✇✐t❤✐♥ [0, 1]✱ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ st❡❛❞② st❛t❡s ♦♥ t❤❡ T1✕DT1✕R ♣❧❛✐♥ t❤❛t ✐s st❛❜❧❡
❛❣❛✐♥st ✐♥✈❛s✐♦♥ ❜② PT1✬s ✐s ♥♦♥❡♠♣t② ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜② x

NE
3 =

{

(0, x̂NE
t , ρ(1− x̂NE

t ), (1− ρ)(1− x̂NE
t ))|ρ ∈ [0, ρ̂]

}

✱ ✇❤❡r❡ ρ̂ =
2p+π(b−2c)+π2(b−2p)−

√
[2p+π(b−2c)+π2(b−2p)]2−8c(k+p)(1−π−π2+π3)

2c(1−π)
✳

Pr♦♦❢✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ♦❢ st❛❜❧❡ st❛t❡s ✐♥ x
NE
3 ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ρ = 0✱

u(PT1,x
NE
3 )−u(T1,x

NE
3 ) = −(1−x̂NE

t )2(k+p) < 0✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
♦❢ xNE

3 ✱ ✇❡ ❡q✉❛t❡ u(T1,x
NE
3 ) t♦ u(PT1,x

NE
3 ) ❛♥❞ r❡❛rr❛♥❣❡ t♦ ♦❜t❛✐♥

(x2

d
+xdxr)πb

1−π
− (x2

d + 2xdxr + x2
r) · 2k −

(

x2
d +2xdxrπ

1+π

)

c
1−π

−
−(xdxr + x2

r) · 2p = 0.
✭✶✶✮

❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t xd = ρ(1− x̂NE
t ) ❛♥❞ xr = (1− ρ)(1− x̂NE

t )✱ ✭✶✶✮ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦

−ρ2
c

1 + π
+ ρ

(

πb

1− π
− 2πc

1− π2
+ 2p

)

− 2(k + p) = 0. ✭✶✷✮

❙♦❧✈✐♥❣ ✭✶✷✮ ❢♦r ρ ②✐❡❧❞s ρ̂ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳✶✸ ▼♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ PT1✲ ❛♥❞
T1✲♣❛②♦✛s ❛❧♦♥❣ ρ ❡♥s✉r❡s u(PT1,x

NE
3 ) < u(T1,x

NE
3 ) ❢♦r ❛❧❧ x ∈ x

NE
3 ✳

✶✶❈❢✳ ❲❡✐❜✉❧❧ ❛♥❞ ❙❛❧♦♠♦♥ss♦♥✱ ✷✵✵✻✱ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝✐t❡❞ t❤❡r❡✐♥✱ ❢♦r ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s
❛r❣✉♠❡♥t ♦♥ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❞②♥❛♠✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳

✶✷■❢ x̂crit
t ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✮ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✵✱ ✐ts ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥② ♠✐① ♦❢ ❞❡❢❡❝t✐♥❣

str❛t❡❣✐❡s ❛❧s♦ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ s❡t ♦❢✖♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✉♥st❛❜❧❡✖st❡❛❞② st❛t❡s✳
✶✸❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❛♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥✱ ρ̂′✱ t♦ ✭✶✷✮✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✉s ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢

t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ❜② ❛ ♣❧✉s✳ ❨❡t✱ ✐❢ ρ̂′ ❡①✐sts✱ ρ̂′ > 1✿ ❢♦r ❡①✐st❡♥❝❡✱ t❤❡ t❡r♠ ✉♥❞❡r t❤❡ sq✉❛r❡
r♦♦t ♠✉st ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐✳❡✳✱ [2p + π(b − 2c) + π2(b − 2p)]2 > 8c(k + p)(1 − π − π2 + π3)✳
ρ̂′ < 1 ♦❜✈✐♦✉s❧② r❡q✉✐r❡s 2p+ π(b− 2c) + π2(b− 2p) < 2c(1− π)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ [2c(1− π)]2 <
8c(k+p)(1−π−π2+π3) ✉♥❞❡r c < 2p ❢♦r ❛♥② π✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡✐t❤❡r ρ̂′ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ♦r ρ̂′ > 1✳

✶✷
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s ✉♥❞❡r π = 3/5, k = 1/2✱ p = 3/2 ✭✜rst ❝♦❧✉♠♥✮❀
π = 4/5, k = 1/2✱ p = 3/2 ✭s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥✮❀ π = 3/5, k = 2/7✱ p = 6/7 ✭t❤✐r❞
❝♦❧✉♠♥✮❀ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ c = 1✱ b = 4 ✭✐✳❡✳✱ MPCR = 2/3✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡
❝❡♥tr❛❧ ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ t❤✐r❞✲r♦✇ ♣❛♥❡❧s✱ t❤❡ t✐♠❡✲s❝❛❧❡ ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞✳

✶✸
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✷✳✹ ❉②♥❛♠✐❝s

❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❡①❡♠♣❧❛r②
♠♦❞❡❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳ ❆s ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛✲
t✐♦♥ st❛t❡s✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ str❛t❡❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t✖✐♥✐t✐❛❧❧② ❡q✉❛❧✖s♠❛❧❧
s❤❛r❡s ♦❢ ✐♥✈❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t str❛t❡❣②✳ ❲❡ ❞♦
♥♦t ❞❡♣✐❝t R ❛s t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t str❛t❡❣②✱ ❛s ✐t ✐s ❛❧✇❛②s st❛❜❧❡ ❛❣❛✐♥st ✐♥✈❛s✐♦♥
✭❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✱ ♦♥❧② ✇✐t❤
t❤❡ ❧✐❣❤t❡st ❣r❡② ♦♥ t♦♣✮✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♠✐① ♦❢ t②♣❡s ❛s ❛♥
✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✱ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✉♥❞❡r ♠♦r❡ ♠✐①❡❞ ✐♥✐t✐❛❧
st❛t❡s✳

❚❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② π ❢✉❧✜❧s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✽✮✱ ❛♥❞ p > c✱ s♦ t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✉♥✐s❤❡r ✐s ❡♥♦✉❣❤
t♦ ♠❛❦❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ ✇♦rt❤✇❤✐❧❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❧❡ss r❡str✐❝t✐✈❡
t❤❛♥ ✐t ♠❛② s♦✉♥❞✿ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♦♥❧② ❤❛s t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥❡t ❝♦sts
♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣✱ t❤❛t ✐s✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦sts ♥❡t ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✳✶✹ ❚❤❡ ♣❛♥❡❧s ✐♥ t❤✐s ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥✜r♠ ✇❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞
❛❜♦✈❡✿ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s❡ts t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✲
✈❡r❣❡s✱ ❛ s❡t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣r❡✈❛✐❧s ❛♥❞ ♦♥❡ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ✉♥✐✈❡rs❛❧
❞❡❢❡❝t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥✱ ✇❡ ❞❡♣✐❝t t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✮ ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞✱
t❤❛t ✐s✱ π ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t ✐t ♣❛②s t♦ ❜❡ ❛ r❡t❛❧✐❛t♦r ✐♥ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
♦♥❧② PT1✬s✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷✱ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t♦♦ ❤✐❣❤
❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉♥✐s❤❡rs ✐s r❡❛❞✐❧② ✐♥✈❛❞❡❞ ❜② r❡t❛❧✐❛t♦rs✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♠❛② ❜❡
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ✐❢ ♣✉❜❧✐❝✲❣♦♦❞ ❜❡♥❡✜t ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✭s♦ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✶✵✮ ❡①✐sts ❛s ✐♥ t❤❡
❞❡♣✐❝t❡❞ ❝❛s❡✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❞❡r s♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ st❛t❡s✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
❝♦♦♣❡r❛t♦rs ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥✈❛❞❡ ❛ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ PT1✬s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ T1✬s t♦ s✉r♣❛ss t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠❛ss✿ ✐❢
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉♥✐s❤❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s s❡t t♦ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❡♥tr❛❧✲❝♦❧✉♠♥ ♣❛♥❡❧✱
t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s st✉❝❦ ✐♥ ❛ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭♥♦t ❞❡♣✐❝t❡❞✮✳ ■♥ t❤✐s
s❡♥s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ st❛t❡✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ❋✐① π s✉❝❤ t❤❛t c+2k
b+2k

< π < 1✳ ■❢ xNE
3 ✐s ♥♦♥❡♠♣t② ✭✐✳❡✳✱

t❤❡ b✲t♦✲c r❛t✐♦ ❛♥❞ π ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✮✱ t❤❡♥ c ≥ 2k/3 ✐s s✉✣❝✐❡♥t ✭❜✉t
♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✮ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s s✉❝❤ t❤❛t ❛ ♣✉♥✐s❤✐♥❣
str❛t❡❣② ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❵♣❛rt✐❛❧❧②✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡✬ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

✶✹❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❧❛❜♦r❛t♦r② s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ♦❢ ✶✵ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✲
❝✉rr❡♥❝② ✉♥✐ts ❛♥❞ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ r❡t✉r♥ ♦❢ ✵✳✻✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t ❛ ♣✉♥✐s❤❡r
❝❛♥ ❤❛r♠ ❛♥② ♦t❤❡r ♣❧❛②❡r ❛t ❧❡❛st ❜② ✹ ✉♥✐ts✳

✶✹



✷ ❚❍❊ ●❆▼❊

x
NE
3 ✳ ◆♦t✇✐t❤st❛♥❞✐♥❣✱ t❤❡ ♣✉♥✐s❤✐♥❣ str❛t❡❣② ♠❛② ❜❡ ❞r✐✈❡♥ t♦ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ❡♥s✉✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

Pr♦♦❢✳ ◆♦t❡ t❤❛t x̂crit
t ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✸✮ ❡①✐sts ✇❤❡♥❡✈❡r xNE

3 ✐s ♥♦♥❡♠♣t②✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ ✇❤❡♥ PT1✬s ❛r❡ ❛❜s❡♥t✱ ❛♥② ♠✐① ♦❢ DT1 ❛♥❞ R ✐s st❛❜❧❡ ❛❣❛✐♥st ✐♥✈❛s✐♦♥
❜② T1✿ ❜② b > c✱ x̂crit

t > 0 ❢♦r ❛♥② π < 1✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ t❤✐s ❤♦❧❞s ❛❧s♦ ❢♦r
♠✐①❡s ♦❢ ❞❡❢❡❝t♦r t②♣❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ DT1 ✐s ✈❡r② ♣r❡✈❛❧❡♥t✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧
❝❛s❡ x

′ = (0, 0, 1, 0)✳ ❇② ✭✹✮✱ PT1✬s ❝❛♥ ✐♥✈❛❞❡ x
′ ✐❢ π > c+2k

b+2k
✳ ❊①✐st❡♥❝❡

♦❢ xNE
3 ♦❜✈✐♦✉s❧② r❡q✉✐r❡s b2 − 4c[b − c]/π > 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s π > c+2k

b+2k
✐❢

c > 2k/3✳✶✺ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❝❧❛✐♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❡✈✐❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❡♥tr❛❧✲❝♦❧✉♠♥ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ ❜❡✐♥❣ ❛ ♣✉♥✐s❤❡r ✐s ❛ ❞✉♠❜ t❤✐♥❣ t♦ ❞♦✿
t❤❡ t❤✐r❞ ❝❡♥tr❛❧✲❝♦❧✉♠♥ ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t❤❡ ♣✉♥✐s❤✐♥❣ str❛t❡❣② ♠❛② ❜❡ ❤✐❣❤❧②
s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❞❡❢❡❝t♦rs ❛r❡
❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ r❡❧✉❝t❛♥t ❝♦♦♣❡r❛t♦rs✳ ❲❤❛t t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉♥✐s❤❡rs ❞♦❡s
♠❡❛♥ ✐s t❤❛t ✐t ♣❛②s t♦ s✇✐t❝❤ str❛t❡❣✐❡s ♦♥❝❡ r❡t❛❧✐❛t♦rs ❜❡❝♦♠❡ s✉✣❝✐❡♥t❧②
❝♦♠♠♦♥✳

❚❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t p < c✱ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❝♦sts ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✉♥✐s❤❡r ❝❛♥ ✐♥✢✐❝t ♦♥ ❛ ♥♦♥✲❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ ❛❣❡♥t ❛r❡ ❧♦✇❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♥❡t ❝♦sts ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣❀ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② ✐s ❜♦t❤ t♦♦ ❤✐❣❤ ❢♦r PT1 t♦ ❜❡ st❛❜❧❡ ❛❣❛✐♥st ✐♥✈❛s✐♦♥ ❜② r❡t❛❧✐❛t♦rs ❛♥❞
t♦♦ ❧♦✇ ❢♦r ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡❢❡❝t✐♥❣
t②♣❡s ❝♦❡①✐st✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦♥❧② ❛ttr❛❝t♦r ❧❡❢t ✐s t❤❡ ❵❞❡❢❡❝t✐♥❣✬ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❝♦♠♣♦♥❡♥t xNE

D ✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠✐①❡s ♦❢ r❡❧✉❝t❛♥t ❞❡❢❡❝✲
t♦rs ❛♥❞ r❡t❛❧✐❛t♦rs✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♣✉♥✐s❤❡rs ♠❛② ✐♥✐t✐❛❧❧② s♣r❡❛❞ ❛♥❞ ♣❡rs✐st
❢♦r s♦♠❡ t✐♠❡ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❞r✐✈❡♥ ♦✉t ❜② r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ♣❧❛②❡rs✳ ■❢ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♦ t❤❛t PT1 ✐s st❛❜❧❡ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②✲
str❡t❝❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r t❤r❡❡ ✜rst✲❝♦❧✉♠♥ ♣❛♥❡❧s ✭♥♦t ❞❡♣✐❝t❡❞ ❤❡r❡✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♠✐①❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ st❛t❡✱
t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣♦❡s t♦ ♣✉r❡ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ str❛✐❣❤t ❛✇❛②✳ ❚❤✐s ❝❧❡❛r❧② ✐♥❞✐❝❛t❡s
✇❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✿ ✐❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡♥❡✜ts
❢r♦♠ ❢✉t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ s♠❛❧❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉♥❧✐❦❡❧② t♦
❤❛♣♣❡♥✱ ❛♥❞ ✐❢ ♣✉♥✐s❤❡rs ❤❛✈❡ r❛t❤❡r ❧✐♠✐t❡❞ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ t❤❡
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡✐♥❣ r❡❛❝❤❡❞ ✐s s♠❛❧❧✳

✶✺❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ r❡❛rr❛♥❣❡ b2 − 4c[b − c]/π > 0 t♦ π > 4cb−4c2

b2 ✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ π > c+2k
b+2k ✐❢ ❛♥❞

♦♥❧② ✐❢ ω ≡ 3b2c+8bck−4bc2−8c2k−2b2k > 0✳ ω ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ b ✐❢ 6bc+8ck−4c2−4bk > 0✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❢♦r ❛♥② b > 2c ✐❢ c ≥ 2k/3✳ ❍❡♥❝❡✱ ω > 12c3 + 16c2k − 8c3 − 8c2k − 8c2k
❜② b > 2c, ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ω > 0✳

✶✺
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✷✳✺ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ str❛t❡❣② ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉t❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t♦✉❝❤ ❜r✐❡✢② ♦♥ t✇♦ t❤✐♥❣s✿ ✭✐✮ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t
♥❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❛❞❡❞ ❜② str❛t❡❣✐❡s t❤❛t
✇❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s❀ ❛♥❞ ✭✐✐✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s t♦ t❤❡
♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐❢ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠✉t❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst ♣✉r♣♦s❡✱
✜❣✉r❡ ✷ ✐st ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ■t ❞❡♣✐❝ts tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ s♠❛❧❧ ❢r❛❝t✐♦♥s
♦❢ PT2✱ T2✱ DT2✱ ❛♥❞ D✲t②♣❡s ❛r❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✭✐♥
♦r❞❡r ♥♦t t♦ t✐❧t t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ ❡q✉❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢
DT1✬s ❛♥❞ R✬s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧s✮✳ ❲❤❛t ✜❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s ✐s t❤❛t
t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ st❛❜❧❡ ❛❣❛✐♥st ✐♥✈❛s✐♦♥ ❜② t❤❡ ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞
t②♣❡s ❞✐sr❡❣❛r❞❡❞ ✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳ ■❢ ❛t ❛❧❧✱ t❤❡② ♠❛② ❤❡❧♣ PT1✬s t♦ ✐♥✈❛❞❡
❛ ♣♦❧✐♠♦r♣❤✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❡♠♣♦r❛r✐❧② ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❝❛s❡ ✭r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✉♥❞❡r π = 3/5✱ ✭❧❡❢t✱ ❝❡♥t❡r✮✱ ❛♥❞ π = 4/5
✭r✐❣❤t✮✱ ✇❤❡♥ ❢♦r♠❡r❧②✲❡①❝❧✉❞❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞❀ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ c = 1✱
b = 4 ✭✐✳❡✳✱ MPCR = 2/3✮✱ k = 1/2✱ ❛♥❞ p = 3/2✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❝❛s❡s ✇❤❡♥ ♠✉t❛t✐♦♥s ♦❝❝✉r✳ ●✐✈❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✮✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ❛
✇♦r❧❞ ♦❢ ♦♠♥✐❧❛t❡r❛❧ ❞❡❢❡❝t✐♦♥✱ r❡t❛❧✐❛t♦rs ❛r❡ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s s❡❧❡❝t❡❞ ❛❣❛✐♥st
✉♥❞❡r ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣ t②♣❡s ❛r❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ s♠❛❧❧
❢r❛❝t✐♦♥s ❜② ♠✉t❛t✐♦♥✳✶✻ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r✿ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ t②♣❡s ❞♦ ❡q✉❛❧❧②
✇❡❧❧ ✇❤❡♥ ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs❀ ❜✉t ❛ r❡t❛❧✐❛t♦r ♠❡❡t✐♥❣ ❛
♣✉♥✐s❤✐♥❣ ❝♦♦♣❡r❛t♦r ✐♥❝✉rs ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦sts t♦ ❧❡❛s❤ ❜❛❝❦ ❛t t❤❡ ♣✉♥✐s❤❡r

✶✻❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② π
1−π

[

b
(

1− 2ǫ− 1
1+πxr

)

− c
(

2− ε− 2π
1+πxr

)]

+ 2k > 0✱

✇❤❡r❡ ε ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥tr❛♥ts ♣❡r t②♣❡ t❤❛t ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♠✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞
s✐❞❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ xr ✇❤❡♥✱ ❛s ❛ss✉♠❡❞✱ b > 2c✳ ■❢ ✇❡ s❡t xr ≡ 1− 2ε ❛♥❞ t❛❦❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ❢♦r

ε → 0✱ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t♦ πb − 2c + 2k(1−π2)
π > 0✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞

❢♦r ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s (k, π)✳

✶✻
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✇❤✐❧❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡s ♦❢ ❜❡♥❡✜tt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞
✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇✐t❤ ♠✉t❛t✐♦♥ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ t②♣❡s
❛❧✐✈❡✱ ♣✉♥✐s❤✐♥❣ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛❣❛✐♥st str♦♥❣❧② ✐♥ ❛ ✇♦r❧❞ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ♦♠♥✐♣r❡s❡♥t ✇❤✐❧❡ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♥✉♠❜❡rs ✉♥❞❡r
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❤❡♥ ❡✈❡r②❜♦❞② ❡❧s❡ ✐s ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
❝♦♦♣❡r❛t♦r✳✶✼ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ❢❛❝ts ✐s t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❡✈❡r②❜♦❞② ✐s ❛
♣✉♥✐s❤❡r✱ ✐t ✐s ❝♦st❧❡ss t♦ ❢r❡❡✲r✐❞❡ ♦♥ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✇✐t❤♦✉t ❧♦s✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢✉t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ✇❤❡♥ ♥♦❜♦❞② ❡❧s❡ ♣✉♥✐s❤❡s✱ ❛ ♣✉♥✐s❤❡r
r❡❛♣s ❤✐❣❤❡r ❜❡♥❡✜ts✖❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t♦r✖❢r♦♠ s♣♦r❛❞✐❝
❡♥❝♦✉♥t❡rs ✇✐t❤ r❡❧✉❝t❛♥t ❝♦♦♣❡r❛t♦rs✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❛ ❝✐r❝❧❡✿ r❡t❛❧✐❛t♦rs ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥
♦✈❡r ❜② r❡❧✉❝t❛♥t ❝♦♦♣❡r❛t♦rs✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ s✉✐t ❜② ♣✉♥✐s❤❡rs ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
❝♦♦♣❡r❛t♦rs ✇❤♦ ❛r❡✱ ✐♥ t✉r♥✱ ✐♥✈❛❞❡❞ ❜② r❡t❛❧✐❛t♦rs ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ ♣✉♥✐s❤❡rs st❛rts t♦ ❢❛❞❡✳ ❚❤✐s ✐s✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❢♦r ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ ✭✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✽✮ ❤♦❧❞s✮ ❛♥❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s
♠✉t❛t✐♦♥ ✐s ✇❡❛❦✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ✜rst✲r♦✇
♣❛♥❡❧s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✸✳ ❲❤❡♥ ♠✉t❛t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❡r✱ ✐t ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ ❛ ♣♦❧✐♠♦r♣❤✐❝
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✽

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇✱ ✇❡ ❞❡♣✐❝t t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦✲
♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❛s ❛tt❛✐♥❛❜❧❡✱ ♥❛♠❡❧②✱ ✇❤❡♥ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✇❛s ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦
❜❡✐♥❣ ✇❡❛❦ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❢✉t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s ❤✐❣❤✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢
♠✉t❛t✐♦♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ❛ ♣♦❧✐♠♦r♣❤✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❛ ♠✐① ♦❢ ❞❡❢❡❝t♦rs t❤❛t ✇❛s st❛❜❧❡
❛❣❛✐♥st ✐♥✈❛s✐♦♥ ❜② ♣✉♥✐s❤❡rs✳ ❲✐t❤ ♠✉t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❢✉❧❧② ♠✐①❡❞✱
❛s ♠✉t❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r❛❝ts t❤❡ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡s ✇♦r❦✐♥❣ ❛❣❛✐♥st ♣✉♥✐s❤❡rs✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡♣❡r❝✉ss✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧❡✈❡❧s ♦❢ r❡t❛❧✐❛t♦rs✱ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r❡❧✉❝t❛♥t ❝♦♦♣❡r❛t♦rs✳ ❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✉♥✐s❤❡rs✖❛♥❞ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❛t ♠❛tt❡r✖✐♥❝r❡❛s❡s
♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t r❛♥❣❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡q✉✐✲
❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s s♠♦♦t❤❧② t♦✇❛r❞s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛s t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ③❡r♦✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛❧s♦ ❜② t❤❡
❛❝❝♦r❞✐♥❣ s❡❝♦♥❞✲r♦✇ ♣❛♥❡❧s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♠✉t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♦♣✲
❡r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♠❛② ❜❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧✿ ❛❧r❡❛❞② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧
♣❛♥❡❧ ✭✐✳❡✳✱ ❢♦r ❛ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ♦♥❡ ♣❡r❝❡♥t✮✱ ✜rst✲ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r✲✐t❡r❛t✐♦♥
❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ r❛t❡s ❛r❡ ✻✵✳✹✪ ❛♥❞ ✺✷✳✾✪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✺✵✪ ❛♥❞
✸✼✳✺✪ ✇❤❡♥ ♥♦ ♠✉t❛t✐♦♥s ♦❝❝✉r✳

✶✼❉✐sr❡❣❛r❞✐♥❣ ❛♥② t❡r♠s ✇✐t❤ sq✉❛r❡❞ ♠✉t❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ s❡tt✐♥❣ ε2 ≡ 0✱ t❤❡ ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥ u(T1,x)− u(PT1,x) > 0 ✐s ❡❛s✐❧② tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ πb

1−πxt − 4k − 2p < 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r xt = 0 ❜✉t ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r xt = 1 ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❝❤♦s❡♥ ❛❜♦✈❡✳

✶✽◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❣r❛♣❤s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱
s♦ t❤❛t st♦❝❤❛st✐❝ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ♠✉t❛♥ts ♣❧❛②s ♥♦ r♦❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❉②♥❛♠✐❝s ❢♦r ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s ♦❢ µ = 0.02 ✭❧❡❢t✮✱
µ = 0.01 ✭❝❡♥t❡r✮✱ ❛♥❞ µ = 0.001 ✭r✐❣❤t✮✱ ❢♦r π = 3/5 ✭✜rst r♦✇✮ ❛♥❞ π = 4/5
✭s❡❝♦♥❞ r♦✇✮❀ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ c = 1✱ b = 4✱ k = 1/2✱ ❛♥❞ p = 3/2✳ ■♥ t❤❡ ✉♣♣❡r
r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞✳

❙✉♠♠❛r✐s✐♥❣✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t✱ ❢♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱
♠♦❞❡r❛t❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ♣✉ts t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❡♥❛❝t❡❞
❜② ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✱ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ♦♥ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✱ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② r❡t❛❧✐❛✲
t✐♦♥✱ ❞❡❝❧✐♥❡ ♦❢ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✲❜②✲♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛❣❛✐♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ t❡♥❞ t♦ ❜❡ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ t✉r♥✱
✉♥❞❡r ❤✐❣❤ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✉♥❞❡r ❤✐❣❤ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s✱
t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛ st❛❜❧❡ ♣♦❧✐♠♦r♣❤✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧❀ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡✱
t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡ss ♣✉♥✐s❤✐♥❣ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ r❡✲st❛t❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✿

❘❡s✉❧t ✶✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦❞❡r❛t❡ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s✱ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♣❧❛②s t✇♦
r♦❧❡s✿ ✉♥❞❡r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✽✮✱
✐t ✐♥❞✉❝❡s s❤♦rt ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❤✐❣❤ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦♥❣❡r ♣❡r✐♦❞s ♦❢
♦♠♥✐❧❛t❡r❛❧ ❞❡❢❡❝t✐♦♥❀ ✇❤❡♥ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❤✐❣❤✱ ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦
s❤✐❢t ✉♣ ♥♦t❛❜❧② t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧✐♠♦r♣❤✐❝ st❡❛❞② st❛t❡✳
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✸ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

▲❛❜♦r❛t♦r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s✉❣❣❡st r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r ✐♥
❤✉♠❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ♠❛② ❤❛✈❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳
❨❡t✱ ✈✐rt✉❛❧❧② ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ str♦♥❣ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❛♥❞ s❛♥❝t✐♦♥✲❡♥❢♦r❝❡❞ ❝♦♦♣❡r❛✲
t✐♦♥ ❞✐sr❡❣❛r❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❢❡❝t♦rs ❣❡tt✐♥❣ ❜❛❝❦ ❛t t❤❡✐r ♣✉♥✐s❤❡rs✳ ■♥
t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ❛s
♣❛rt ♦❢ ❛ str❛t❡❣② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ r❡♣❡❛t❡❞ s♦❝✐❛❧ ❞✐❧❡♠♠❛✱ ❛♥❞ ❡①❛♠✲
✐♥❡ ✐ts ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ♣❛②✐♥❣ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥
t♦ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✐♥ t❤✇❛rt✐♥❣ ❞❡❢❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞✱
r❡t❛❧✐❛t♦rs ♠❛② t❤r✐✈❡ ✐♥ ❛ s♦❝✐❡t② ✇✐t❤ ♣✉♥✐s❤❡rs ❛s t❤❡② ❝❛♥ ❞✐s❝♦✉r❛❣❡ ♣✉♥✲
✐s❤♠❡♥t ❛❝t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ♦♥ ❢✉t✉r❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❡✛♦rt✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❡♥❞ ✉♣ ✐♥ ❛ ❝♦♦♣❡r❛✲
t✐✈❡ st❛t❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✱ ✐♥ ❛ ♣♦❧✐♠♦r♣❤✐❝ st❛t❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ st❛❜❧❡
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ❝♦❡①✐sts ✇✐t❤ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱ ♦r ❛
❞❡❢❡❝t✐♥❣ st❛t❡ ❣✉❛r❞❡❞ ❛❣❛✐♥st ✐♥✈❛s✐♦♥ ❜② ♣✉♥✐s❤❡rs t❤r♦✉❣❤ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥✳

❲❤❡♥ ♠✉t❛t✐♦♥ ♣❧❛②s ♥♦ r♦❧❡✖♦r ♣❧❛②❡rs ❞♦ ♥♦t ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥ t❤❡✐r str❛t✲
❡❣② ❡✈❡♥ s♣♦r❛❞✐❝❛❧❧②✱ ✉♥❞❡r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✖❛ ♣✉♥✐s❤✐♥❣✲
❝♦♦♣❡r❛t♦r str❛t❡❣② ♠❛② ❜❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r✐❧② st❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧❀ ✇❤❡♥ ✐t s✉r♣❛ss❡s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ✐t ♣❛②s ❢♦r
❞❡❢❡❝t✐♥❣ t②♣❡s t♦ ✐♥✈❡st ✐♥t♦ ❞✐s❝♦✉r❛❣✐♥❣ ❢✉t✉r❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛❝t✐♦♥s ❜② r❡✲
t❛❧✐❛t✐♥❣ ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♠✐rr♦r✐♥❣ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r r❡s✉❧ts ❜② ❏♦s❤✐
✭✶✾✽✼✮ ❛♥❞ ❇♦②❞ ❛♥❞ ❘✐❝❤❡rs♦♥ ✭✶✾✽✽✮✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ♣♦❧✐♠♦r♣❤✐❝ ❡q✉✐❧✐❜✲
r✐✉♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♦♠♣r✐s❡❞ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❛ ♠✐① ♦❢ ❞❡❢❡❝t✐♥❣
t②♣❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ♣❧❛②❡rs t♦ r✉❧❡ ♦✉t ✐♥✈❛s✐♦♥ ❜②
♣✉♥✐s❤✐♥❣ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✮✳ ❨❡t✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐♥ t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣✉♥✐s❤❡rs ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡② ♠❛② ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✿ ✐♥ ❛ ✇♦r❧❞
♦❢ ♦♠♥✐❧❛t❡r❛❧ ❞❡❢❡❝t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✉✣❝✐❡♥t❧② ♠❛♥② ♣❧❛②❡rs ❛r❡ r❡❧✉❝t❛♥t ❝♦✲
♦♣❡r❛t♦rs✱ ♣✉♥✐s❤❡rs ♠❛② ❜r❡❛❦ t❤❡ ✐♥✈❛s✐♦♥ ❜❛rr✐♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs
❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❥✉♠♣✲st❛rt ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✮✳

❚❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ r♦❧❡ ❢♦r ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✐s ❛❝❝❡♥t✉❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❝❛s❡
t❤❛t ♠✉t❛t✐♦♥ ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♠❡r❡❧② ✐♥❞✉❝❡s s❤♦rt
♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ✐♥t❡rr✉♣t ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❛❧♠♦st
♦♠♥✐❧❛t❡r❛❧ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❢✉t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t t♦♦ ❧✐❦❡❧②❀ ✉♥❞❡r ❛ ❤✐❣❤
❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✐t ❤❡❧♣s ❜r✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❧✐♠✲
✐t❡❞ ❜✉t ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❡①t❡♥t ✐♥ ❛♥ ❛❧r❡❛❞② ♣❛rt✐❛❧❧②✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
✭r❡s✉❧t ✶✮✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ t❤❛t
❝❛♥ ♣❛✈❡ t❤❡ ✇❛② ❢♦r ❛♥❞ ❜♦♦st t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✱ r❛t❤❡r
t❤❛♥ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts❡❧❢✳ ❆ r❡t❛❧✐✲
❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❤❛s ❛ ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❛s ✐t ❝♦♥✈❡②s ❛ ❜❡♥❡✜t
t♦ ✐ts ❝❛rr✐❡r✲♦r❣❛♥✐s♠ ❛s s♦♦♥ ❛s ♣✉♥✐s❤❡rs ❜❡❝♦♠❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇✐❞❡✲s♣r❡❛❞✳
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❬✸❪ ❆①❡❧r♦❞✱ ❘♦❜❡rt ✭✶✾✽✻✮✿ ❆♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♥♦r♠s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ P♦✲
❧✐t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❘❡✈✐❡✇✱ ✽✵✱ ✶✵✾✺✲✶✶✶✶✳

❬✹❪ ❆①❡❧r♦❞✱ ❘♦❜❡rt✱ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠ ❉✳ ❍❛♠✐❧t♦♥ ✭✶✾✽✶✮✿ ❚❤❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♦♣✲
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❬✺❪ ❇♦✇❧❡s✱ ❙❛♠✉❡❧✱ ❛♥❞ ❍❡r❜❡rt ●✐♥t✐s ✭✷✵✵✹✮✿ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣ r❡❝✐✲
♣r♦❝✐t②✿ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ P♦♣✉❧❛t✐♦♥
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❬✻❪ ❇♦②❞✱ ❘♦❜❡rt✱ ❛♥❞ P❡t❡r ❏✳ ❘✐❝❤❡rs♦♥ ✭✶✾✽✺✮✿ ❈✉❧t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r②
Pr♦❝❡ss✳ ❈❤✐❝❛❣♦✿ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❤✐❝❛❣♦ Pr❡ss✳
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❬✽❪ ❇♦②❞✱ ❘♦❜❡rt✱ ❛♥❞ P❡t❡r ❏✳ ❘✐❝❤❡rs♦♥ ✭✶✾✾✷✮✿ P✉♥✐s❤♠❡♥t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭♦r ❛♥②t❤✐♥❣ ❡❧s❡✮ ✐♥ s✐③❛❜❧❡ ❣r♦✉♣s✳ ❊t❤♦❧♦❣② ❛♥❞ ❙♦❝✐♦❜✐♦❧♦❣②✱
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s✐♦♥ ❛♥❞ ❊✈♦❧✉t✐♦♥✳ Pr✐♥❝❡t♦♥✱ ◆❏✿ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❬✶✷❪ ❉❡♥❛♥t✲❇♦❡♠♦♥t✱ ▲❛✉r❡♥t✱ ❉❛✈✐❞ ▼❛s❝❧❡t✱ ❛♥❞ ❈❤❛r❧❡s ◆♦✉ss❛✐r ✭✷✵✵✼✮✿ P✉♥✲
✐s❤♠❡♥t✱ ❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛♥❞ s❛♥❝t✐♦♥ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ✐♥ ❛ s♦❝✐❛❧ ❞✐❧❡♠♠❛
❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r② ✸✸✱ ✶✹✺✲✶✻✼✳

❬✶✸❪ ❋❡❤r✱ ❊r♥st✱ ❛♥❞ ❙✐♠♦♥ ●ä❝❤t❡r ✭✷✵✵✵✮✿ ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ P✉♥✐s❤♠❡♥t ✐♥
P✉❜❧✐❝ ●♦♦❞s ❊①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✾✵✭✹✮✱ ✾✽✵✲✾✾✹✳
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❬✶✹❪ ❋❡❤r✱ ❊r♥st✱ ❛♥❞ ❏♦s❡♣❤ ❍❡♥r✐❝❤ ✭✷✵✵✸✮✿ ■s str♦♥❣ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❛ ♠❛❧❛❞❛♣t✐♦♥❄
❖♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❛❧tr✉✐s♠✳ ■♥✿ P❡t❡r ❍❛♠♠❡rst❡✐♥
✭❡❞✳✮✿ ●❡♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❝✉❧t✉r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❆✿ ▼■❚
Pr❡ss✳

❬✶✺❪ ❋♦✇❧❡r✱ ❏❛♠❡s ❍✳ ✭✷✵✵✺✮✿ ❆❧tr✉✐st✐❝ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛✲
t✐♦♥✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ♦❢
❆♠❡r✐❝❛ ✶✵✷✱ ✼✵✹✼✲✼✵✹✾✳

❬✶✻❪ ●✐♥t✐s✱ ❍❡r❜❡rt ✭✷✵✵✵✮✿ ❙tr♦♥❣ ❘❡❝✐♣r♦❝✐t② ❛♥❞ ❍✉♠❛♥ ❙♦❝✐❛❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇✐♦❧♦❣② ✷✵✻✱ ✶✻✾✲✶✼✾✳

❬✶✼❪ ●✐♥t✐s✱ ❍❡r❜❡rt✱ ❙❛♠✉❡❧ ❇♦✇❧❡s✱ ❘♦❜❡rt ❇♦②❞✱ ❛♥❞ ❊r♥st ❋❡❤r ✭✷✵✵✸✮✿ ❊①✲
♣❧❛✐♥✐♥❣ ❛❧tr✉✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❤✉♠❛♥s✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❍✉♠❛♥ ❇❡❤❛✈✐♦r ✷✹✱
✶✺✸✲✶✼✷✳

❬✶✽❪ ●✐♥t✐s✱ ❍❡r❜❡rt✱ ❊r✐❝ ❆✳ ❙♠✐t❤✱ ❙❛♠✉❡❧ ❇♦✇❧❡s ✭✷✵✵✶✮✿ ❈♦st❧② ❙✐❣♥❛❧✐♥❣ ❛♥❞
❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇✐♦❧♦❣② ✷✶✸✱ ✶✵✸✲✶✶✾✳

❬✶✾❪ ❍❛♠✐❧t♦♥✱ ❲✐❧❧✐❛♠ ❉✳ ✭✶✾✻✹✮✿ ❚❤❡ ❣❡♥❡t✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ■
❛♥❞ ■■ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇✐♦❧♦❣② ✼✱ ✶✲✺✷✳

❬✷✵❪ ❍❛♠♠❡rst❡✐♥✱ P❡t❡r ✭✷✵✵✸✱ ❡❞✳✮✿ ●❡♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❝✉❧t✉r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳
❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❆✿ ▼■❚ Pr❡ss✳

❬✷✶❪ ❍❛✉❡rt✱ ❈❤r✐st♦♣❤✱ ❆r♥❡ ❚r❛✉❧s❡♥✱ ❍❛♥♥❡❧♦r❡ ❇r❛♥❞t✱ ▼❛rt✐♥ ❆✳ ◆♦✇❛❦✱ ❛♥❞
❑❛r❧ ❙✐❣♠✉♥❞ ✭✷✵✵✼✮✿ ❱✐❛ ❋r❡❡❞♦♠ t♦ ❈♦❡r❝✐♦♥✿ ❚❤❡ ❊♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❈♦st❧②
P✉♥✐s❤♠❡♥t✳ ❙❝✐❡♥❝❡ ✸✶✻✱ ✶✾✵✺✲✶✾✵✼✳

❬✷✷❪ ❍❡♥r✐❝❤✱ ❏♦s❡♣❤✱ ❛♥❞ ❘♦❜❡rt ❇♦②❞ ✭✷✵✵✶✮✿ ❲❤② P❡♦♣❧❡ P✉♥✐s❤ ❉❡❢❡❝t♦rs✿
❲❡❛❦ ❈♦♥❢♦r♠✐st ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♥ ❙t❛❜✐❧✐③❡ ❈♦st❧② ❊♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢ ◆♦r♠s ✐♥
❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❉✐❧❡♠♠❛s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇✐♦❧♦❣② ✷✵✽✱ ✼✾✲✽✾✳

❬✷✸❪ ❏❛♥ss❡♥✱ ▼❛r❝♦ ❆✳✱ ❛♥❞ ❈❧✐♥t ❇✉s❤♠❛♥ ✭✷✵✵✽✮✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞
❆❧tr✉✐st✐❝ P✉♥✐s❤♠❡♥t ✇❤❡♥ ❘❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ✐s P♦ss✐❜❧❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❇✐♦❧♦❣② ✷✺✹✱ ✺✹✶✲✺✹✺✳

❬✷✹❪ ❏♦s❤✐✱ ◆✳❱✳ ✭✶✾✽✼✮✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜② r❡❝✐♣r♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ str✉❝✲
t✉r❡❞ ❞❡♠❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❡♥❡t✐❝s✱ ✻✻✱ ✻✾✲✽✹✳

❬✷✺❪ ◆✐❝❦❧✐s❝❤✱ ❆♥❞r❡❛s✱ ❛♥❞ ■r❡♥❛❡✉s ❲♦❧✛ ✭✷✵✶✶✮✿ ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ♥♦r♠s ✐♥
♠✉❧t✐♣❧❡✲st❛❣❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r② ✶✸✱ ✼✾✶✲✽✷✼✳

❬✷✻❪ ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s✱ ◆✐❦♦s ✭✷✵✵✽✮✿ P✉♥✐s❤♠❡♥t ❛♥❞ ❈♦✉♥t❡r✲P✉♥✐s❤♠❡♥t ✐♥ P✉❜❧✐❝
●♦♦❞ ●❛♠❡s✿ ❈❛♥ ✇❡ r❡❛❧❧② ❣♦✈❡r♥ ♦✉rs❡❧✈❡s❄ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝s
✾✷✱ ✾✶✲✶✶✷✳
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❬✷✼❪ ◆♦✇❛❦✱ ▼❛rt✐♥ ❆✳✱ ❛♥❞ ❑❛r❧ ❙✐❣♠✉♥❞ ✭✶✾✾✸✮✿ ❆ str❛t❡❣② ♦❢ ✇✐♥✲st❛②✱ ❧♦s❡✲
s❤✐❢t t❤❛t ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t✐t✲❢♦r✲t❛t ✐♥ t❤❡ ♣r✐s♦♥❡r✬s ❞✐❧❡♠♠❛ ❣❛♠❡✳ ◆❛t✉r❡ ✸✻✹✱
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❬✷✾❪ ❖❤ts✉❦✐✱ ❍✐s❛s❤✐✱ ❨♦❤ ■✇❛s❛✱ ❛♥❞ ▼❛rt✐♥ ❆✳ ◆♦✇❛❦ ✭✷✵✵✾✮✿ ■♥❞✐r❡❝t r❡❝✐✲
♣r♦❝✐t② ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❧② ❛ ♥❛rr♦✇ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r ❝♦st❧② ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✳
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❬✸✺❪ ❚❛②❧♦r✱ P❡t❡r ❉✳✱ ❛♥❞ ▲❡♦ ❇✳ ❏♦♥❦❡r ✭✶✾✼✽✮✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ str❛t❡❣✐❡s
❛♥❞ ❣❛♠❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇✐♦s❝✐❡♥❝❡s ✹✵✱ ✶✹✺✲✶✺✻✳

❬✸✻❪ ❚r✐✈❡rs✱ ❘♦❜❡rt ▲✳ ✭✶✾✼✶✮✿ ❚❤❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❘❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❆❧tr✉✐s♠✳ ◗✉❛rt❡r❧②
❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❇✐♦❧♦❣② ✹✻✱ ✸✺✲✺✼✳

❬✸✼❪ ❲❡✐❜✉❧❧✱ ❏ör❣❡♥ ❲✳✱ ❛♥❞ ▼❛r❝✉s ❙❛❧♦♠♦♥ss♦♥ ✭✷✵✵✻✮✿ ◆❛t✉r❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇✐♦❧♦❣②✱ ✷✸✾✱ ✼✾✲✾✷✳

❬✸✽❪ ❲♦❧✛✱ ■r❡♥❛❡✉s ✭✷✵✵✾✮✿ P✉♥✐s❤❡rs ✉♥❞❡r ❋✐r❡✿ ❘❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r✳

❬✸✾❪ ❨❛♠❛❣✐s❤✐✱ ❚♦s❤✐♦ ✭✶✾✽✻✮✿ ❚❤❡ Pr♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❙❛♥❝t✐♦♥✐♥❣ ❙②st❡♠ ❛s ❛ P✉❜❧✐❝
●♦♦❞✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❡rs♦♥❛❧✐t② ❛♥❞ ❙♦❝✐❛❧ Ps②❝❤♦❧♦❣② ❘❡✈✐❡✇ ✺✶✱ ✶✶✵✲✶✶✻✳

❬✹✵❪ ❩❛❤❛✈✐✱ ❆♠♦t③ ✭✶✾✼✺✮✿ ▼❛t❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✖❆ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❤❛♥❞✐❝❛♣✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇✐♦❧♦❣② ✺✸✱ ✷✵✺✲✷✶✹✳

✷✷



❆♣♣❡♥❞✐①✿ ❛ ♠♦❞❡❧ ✈❛r✐❛♥t ❢♦r ❧❛r❣❡ N

❬❋♦r ❖♥❧✐♥❡✲P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥❧②❪ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r♦✉❣❤
s❦❡t❝❤ ♦❢ ✇❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ ✉♥❞❡r ❧❛r❣❡ N ✱ ❢♦r ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ✇❤❡t❤❡r ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❤♦❧❞ ❛❧s♦ ❢♦r ❣r♦✉♣s ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡ ♣❧❛②❡rs✳
❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧②✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ t②♣❡s t♦ t❤❡ ♥❡✇ s✐t✉❛t✐♦♥
❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ T1, PT1✱ ❛♥❞ DT1 ❜② Tγ, PTγ, ❛♥❞ DTγ, ✇❤❡r❡ γ = min{g ∈
N| gb

N−1
> c}.✶✾ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ b✲t♦✲c r❛t✐♦ ✐s s✉❝❤ t❤❛t γ > N

2
✳

❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❛②♦✛ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✭✷✮ ❝❤❛♥❣❡ t♦✿

u(R,x) = Ex

[

Xp +Xt

N ′
b−Xp(k + p)

]

+ π

( N−1
∑

j=γ+1

probx(Xp +Xt = j)

[

jb

(1− π)N ′
+

+

N−1
∑

k=1

probx,j(Xp = k)
Ex,j(Xd)b

(1− π)N ′

]

+

γ
∑

j=0

γ
∑

k=1

probx(Xp +Xt = j ∧Xp = k) ·

·
[

Ex,j,k(Xd)b

N ′
+

N−1
∑

l=γ+1

probx,j(Xd = l) · Ex,j,l(1−Xr)
πb

(1− π)N ′

])

u(DTγ ,x) = Ex

[

Xp +Xt

N ′
b−Xp(p)

]

+ π

( N−1
∑

j=γ+1

probx(Xp +Xt = j)

[

jb

(1− π)N ′
+

+

N−1
∑

k=1

probx,j(Xp = k)
Ex,j(Xd − 1)b/N ′ − c

(1− π)

]

+

γ
∑

j=0

γ
∑

k=1

probx(Xp +Xt = j ∧Xp = k) ·

·
[

Ex,j,k(Xd)b

N ′
− c+

N−1
∑

l=γ+1

(

probx,j,k(Xd = l ∧Xr > 0) · πEx,j,k,l(1−Xr)b/N
′ − c

(1− π)

)

+

+probx,j,k(Xr = 0) ·
(

1(Xp+Xd≥γ)

[

Xpb

N ′
+

πb

(1− π)

]

+

+1(Xp+Xd<γ)
Xpb+ π[(Xp +Xt)b−XpN

′p] + π2(Xdb−N ′c)

(1− π2)N ′

)])

✶✾❲❤✐❧❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡♥❞❡❛✈♦✉r t♦ ❡♥❞♦❣❡♥✐s❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣
♦t❤❡rs r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs✱ ✐t ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐①✳
❍❡r❡✱ ✇❡ ✇❛♥t ♠❡r❡❧② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣s ✇♦✉❧❞ ❝❛rr②
♦✈❡r t♦ ❛ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❣r♦✉♣s✳

✷✸



u(Tγ ,x) = Ex

(

Xp +Xt

N ′

)

b− c+ π





N−1
∑

j=γ

probx(Xp +Xt = j)

[

jb/N ′ − c

(1− π)
+

+

N−1
∑

k=1

probx,j(Xp = k)
Ex,j(Xd − 1)b

(1− π)N ′

]

+

γ−1
∑

j=0

γ−1
∑

k=1

probx(Xp +Xt = j ∧Xp = k) ·

·





Ex,j,k(Xd)b

N ′
+

N−1
∑

l=γ+1

(

probx,j,k(Xd = l ∧Xr > 0) · πEx,j,k,l(1−Xr)b/N
′ − c

(1− π)

)

+

+probx,j,k(Xr = 0) ·
(

1(Xp+Xd≥γ)

[

Xp(b/N
′ − p)

N ′
+

πb

(1− π)

]

+

+1(Xp+Xd<γ)
Xp(b−N ′p) + π[(Xp +Xt)b−N ′c] + π2(Xdb)

(1− π2)N ′

)])

u(PTγ ,x) = Ex

[

Xp +Xt

N ′
b− c−Xdk −Xr(k + p)

]

+ π





N−1
∑

j=γ

probx(Xp +Xt = j)·

·Ex,j
(1−Xr)b/N

′ − c

1− π
+

γ−1
∑

j=0

probx(Xp +Xt = j)

[

Ex,j

(

Xdb

N ′

)

+

+

N−1
∑

k=1

N−1
∑

l=γ

probx,j,k,l(Xr = k ∧Xd = l) · π (N − k)b/N ′ − c

1− π
+ probx,j(Xr = 0) ·

·
(

Ex,j,Xr=0

[

Xpb/N
′ − c

1− π
−Xtk

]

+

N−1
∑

m=γ

probx,j,Xr=0(Xd +Xp = m) · π(2N
′ − j −m)b

(1− π)N ′
+

+

γ−1
∑

m=0

probx,j,Xr=0(Xd +Xp = m) · π [N
′ −m+ π(N ′ − j)]b/N ′ − [N ′ − j + π(N ′ −m)]k

1− π2

)])

,

✭✶✸✮

✇❤❡r❡ N ′ = N − 1❀ prob
x,i(y) ❛♥❞ E

x,i(y) ❛r❡ s❤♦rt✲❤❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❛♥❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ y ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
st❛t❡ x ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ i ❢r♦♠ ❛ ❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛r❣✉♠❡♥t ✭✐✳❡✳✱ ♠♦st
♦❢t❡♥✱ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ♥❡①t s❡t ♦❢ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✮❀ Xk ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
❤♦✇ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r N − 1 ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ♦❢ t②♣❡ k❀ ❛♥❞

1(C) =

{

1, ✐❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ C ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ ❛♥❞
0, ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚♦ ❣❡t ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❝❛rr② ♦✈❡r t♦
❧❛r❣❡r ❣r♦✉♣s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❣r♦✉♣ s✐③❡ ❛♥❞ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ st♦❝❤❛st✐❝
s❛♠♣❧✐♥❣❀ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✇❛rr❛♥t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s r❡❢❡r t♦ ❝❛s❡s ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✜rst✲st❛❣❡ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ ❧❡ss t❤❛♥ γ ✜rst✲st❛❣❡ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❆t
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ st♦❝❤❛st✐❝ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡s ✉s t♦ ♠❛❦❡

✷✹



❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✿ r❡❧✉❝t❛♥t ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ♣✉♥✐s❤❡rs ♦♥❧② s✇✐t❝❤
t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉♥✐s❤❡rs ❛♥❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ r❡✲
t❛❧✐❛t♦rs ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s s♦♠❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥ e✱ ✇❤❡r❡ e ✐s ♦❢ t❤❡
♦r❞❡r 1/N ✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t t✐♥② ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♣✉♥✐s❤❡rs ✭r❡t❛❧✐❛t♦rs✮ ✐♥ t❤❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ✜♥❞ t❤❡✐r ✇❛② ✐♥t♦ ❛♥② ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❣r♦✉♣✱
❛r❡ ♥♦t ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ r❡❧✉❝t❛♥t ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ✭♣✉♥✐s❤❡rs✮
❛❝r♦ss t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ❧♦♥❡ ♣✉♥✐s❤❡r
♦r r❡t❛❧✐❛t♦r ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❣r♦✉♣ st✐❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ♦t❤❡r ❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs✬
❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

u(R,x) = (xp + xt)b− xpN
′(k + p) + π

(

1(xp+xt≥
γ

N′
)

[

(xp+xt)b
1−π + 1(xp≥e)

xdb
1−π

]

+

+1(xp+xt<
γ

N′
) · 1(xp≥e)

[

xdb+ 1(xd≥
γ

N′
) · π (1−xr)b

1−π

])

u(DTγ ,x) = (xp + xt)b− xpN
′p+ π

(

1(xp+xt≥
γ

N′
)

[

(xp+xt)b
1−π + 1(xp≥e)

xdb−c
1−π

]

+

+1(xp+xt<
γ

N′
) · 1(xp≥e)

[

xdb− c+ 1(xr≥e) · 1(xd≥
γ

N′
) · π (1−xr)b−c

1−π +

+1(xr<e)

(

1(xd+xp≥
γ

N′
)

[

xpb+ π (1−xr)b−c
1−π

]

+ 1(xd+xp<
γ

N′
)·

·xpb+π[(xp+xt)b−xpN
′p]+π2(xdb−c)

1−π2

)

])

u(Tγ ,x) = (xp + xt)b− c+ π

(

1(xp+xt≥
γ

N′
)

[

(xp+xt)b−c
1−π + 1(xp≥e)

xdb
1−π

]

+

+1(xp+xt<
γ

N′
) · 1(xp≥e)

[

xdb+ 1(xr≥e) · 1(xd≥
γ

N′
) · π (1−xr)b−c

1−π +

+1(xr<e)

(

1(xd+xp≥
γ

N′
)

[

xp(b−N ′p) + π (1−xr)b−c
1−π

]

+

+1(xd+xp<
γ

N′
) · xp(b−N ′p)+π[(xp+xt)b−c]+π2xdb

1−π2

)

])

u(PTγ ,x) = (xp + xt)b− c− xdN
′k − xrN

′(k + p) + π

(

1(xp+xt≥
γ

N′
)·

·
(

(1−xr)b−c
1−π − 1(xr<e) · xrN

′(k+p)
1−π

)

+ 1(xp+xt<
γ

N′
)

[

xdb+

+1(xr≥e) · 1(xd≥
γ

N′
) · π (1−xr)b−c

1−π + 1(xr<e)

(

xpb−c−xrN
′(k+p)

1−π − xtN
′k+

+1(xd+xp≥
γ

N′
) · π (xd+xt)b

1−π + 1(xd+xp<
γ

N′
) · π (xt+πxd)b−(xd+πxt)N

′k
1−π2

)

])

.

✭✶✹✮

❋r♦♠ ✭✶✹✮✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝♦♠♣✉t❡

u(Tγ , (0, 1−ε, ε, 0))−u(DTγ , (0, 1−ε, ε, 0)) ≈
(

xtb− c+ π
xtb− c

1− π

)

−
(

xtb+ π
xtb

1− π

)

= − c

1− π

✷✺



❛♥❞

u(PTγ , (1− ε, 0, 0, ε))− u(R, (1− ε, 0, 0, ε)) ≈
≈
(

xpb− c− εN ′(k + p) + π
xpb−c−εN ′(k+p)

1−π

)

−
(

xpb− (1− ε)N ′(k + p) + π
xpb
1−π

)

= − c
1−π + (1− 2ε)N ′(k + p)− π εN ′(k+p)

1−π
ε→∞−→ − c

1−π +N ′(k + p).

✭✶✺✮

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❢♦r π > N ′(k+p)−c
N ′(k+p)

✱ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✶✺✮ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❤♦❧❞ ❢♦r ❣r♦✉♣s ♦❢
♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡ ♣❧❛②❡rs✿ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s t♦♦ ❤✐❣❤✱ ♥❡✐t❤❡r
❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ str❛t❡❣② ✐s st❛❜❧❡ ❛❣❛✐♥st ✐♥✈❛s✐♦♥ ❜② s♦♠❡ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ t②♣❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛✐♥ ❜♦❞② st❛t❡s t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡✲
str❛t❡❣② ♠✐①❡s ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉♥✐s❤✐♥❣ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ✐♥
t❤❡ ♠✐①✱ ✇❤✐❝❤ ✐s st❛❜❧❡ ❛❣❛✐♥st ✐♥✈❛s✐♦♥ ❜② ❜♦t❤ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ t②♣❡s ✐❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✲
✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧ ♥♦t❡ t❤❛t✖❛s
✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧✖❛❧s♦ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡✲N ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣❛②♦✛ t♦
❜♦t❤ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♠✐①❡s ✐s b−c

1−π
✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ t❤❡

❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢r❛❝t✐♦♥s
♦❢ ♣✉♥✐s❤❡rs ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r❡✈❡♥t r❡t❛❧✐❛t♦rs ❛♥❞ r❡❧✉❝t❛♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣✲
❡r❛t♦rs ❢r♦♠ ✐♥✈❛❞✐♥❣✱ ♥❛♠❡❧② x′

p = c
(1−π)N ′(k+p)

❛♥❞ x′′

p = c
N ′p

✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ st❛❜❧❡ ♠✐①❡s ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ str❛t❡❣✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦♥✲❡♠♣t②
❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡✲❣r♦✉♣ ♠♦❞❡❧ ❛s ❧♦♥❣ ❛s π ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡♥s✉r❡ x′

p ≤ 1✳
❋♦r t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♣♦❧✐♠♦r♣❤✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡♥✈✐s✐♦♥❡❞ ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✱

st♦❝❤❛st✐❝ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡s♦rt t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✸✮✳
❉♦✐♥❣ s♦✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ xt ❢♦r t❤❡ ❜♦r❞❡r s♦❧✉t✐♦♥
x
∗

3 = (0, x∗

t , 0, 1− x∗

t ) ❜② ❡q✉❛t✐♥❣ u(Tγ,x
∗

3) = u(R,x∗

3)✱ ❛♥❞ ❞❡r✐✈✐♥❣

c

γb/N ′
=

prob
x
∗

3
(Xt = γ)

∑N ′

j=γ probx∗

3
(Xt = γ)

,

✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✿ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ❥✉st ❜❡❧♦✇ 1 ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ γ✱ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ 1 ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❛s x∗

t ❝♦♥✈❡r❣❡s
t♦ 0✳✷✵ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ♣✉♥✐s❤❡rs ❝❛♥♥♦t ✐♥✈❛❞❡✱ ❛s u(PTγ, (0, x

∗

t , 0, 1 −
x∗

t )) − u(Tγ, (0, x
∗

t , 0, 1 − x∗

t )) = −(1 − x∗

t )N
′(k + p)✳ ❍❡♥❝❡✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

✸✱ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② s❡t ♦❢ ♣♦❧✐♠♦r♣❤✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛
❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❝❡rt❛✐♥ ♠✐①t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t♦r t②♣❡s
s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡✲❣r♦✉♣ ♠♦❞❡❧✳

✷✵◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ❡①❡r❝✐s❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t Tγ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡ s♦❝✐❛❧❧②
♦♣t✐♠❛❧ T ✲t②♣❡✿ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② ❧♦✇ ✉♥❧❡ss
γ t❛❦❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ t❤❛♥ ❛ss✉♠❡❞ ❤❡r❡✳

✷✻



❘❊❋❊❘❊◆❈❊❙

❚✉r♥✐♥❣ t♦ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ✜rst ♦❢ ❛❧❧ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❧❛r❣❡r ❣r♦✉♣s✱ ✐t ✐s
❡①tr❡♠❡❧② ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥✈❛❞❡ ❛ ❞❡✲
❢❡❝t✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡✐r ♦✇♥✱ ❣✐✈❡♥ u(Tγ,x|xp = 0, xt = ε)−u(DTγ,x|xp =
0, xt = ε) > 0 ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

c

γb/N ′
< prob

x
(Xt = γ) = π

(

N ′

γ

)

εγ(1− ε)N
′−γ.

❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✇✐❧❧ ❜❡ r❛t❤❡r ❝❧♦s❡ t♦ 1✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s
❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♥❡❛r 0 ❢♦r s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ε✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ N ′ ❛♥❞ π, π ≤ 1✳
❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡ x′ = (ε, 0, 1−ε, 0)✱ ♣✉♥✐s❤✐♥❣
❝♦♦♣❡r❛t♦rs ♠❛② ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥✈❛❞❡ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣r✐s❡❞ ♦❢ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ♣❧❛②❡rs
♦♥❧②✿

u(PTγ ,x
′)−u(DTγ ,x

′) ≈ −c− (1− ε)N ′k+ εN ′p+π · prob
x
′(Xp = 0)

b− c

1− π
,

✇❤✐❝❤✱ ❧❡tt✐♥❣ ε → 0✱ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❡①❝❡❡❞s s♦♠❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ π′, π′ = c+N ′k

b+N ′k
✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❢♦r ❧❛r❣❡r ❣r♦✉♣ s✐③❡

N ✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❤✐❣❤❡r✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛ ♣r✐♦r✐ r❡❛s♦♥ t♦ ❛ss✉♠❡
π < π′✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s π✱
❝❡rt❛✐♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠✐①❡s ♦❢ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ t②♣❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❛❞❡❞ ❜② ♣✉♥✐s❤✐♥❣
❝♦♦♣❡r❛t♦rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉♥❞❡r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ π✱ ♣✉♥✐s❤✐♥❣ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ✇✐❧❧
②✐❡❧❞ t♦ r❡t❛❧✐❛t♦rs ❛t s♦♠❡ st❛❣❡✱ ♣❧✉s t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ♣♦❧✐♠♦r♣❤✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡s❡ ❢❛❝ts✱
✐t ✐s ♥♦t ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ✇✐❧❧ ❝❛rr② ♦✈❡r t♦ ❛ ✇♦r❧❞ ✐♥❤❛❜✐t❡❞
❜② ❣r♦✉♣s t❤❛t ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤r❡❡✳

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s✉❧t ✶✱ ✜♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✈❛r②✐♥❣ t❤❡
❣r♦✉♣ s✐③❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐♥t✉✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳ ❈♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ t❤❛t ❛❧s♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠♦❞❡❧ s❡❡♠ t♦ ❜❡
r♦❜✉st t♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ N ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ r❡❛s♦♥ t♦ ❡①♣❡❝t t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts
♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s t♦ ❞✐✛❡r ✉♥❞❡r ❛ ❧❛r❣❡r
❣r♦✉♣ s✐③❡✱ ❡✐t❤❡r✳

✷✼




